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I. RACHUNEK ZDAN
1. Zdanie w sensie logicznym

O tym, co to jest zdanie, dowiedzieliSmy si¢ juz w szkole podstawowej. Wiemy, ze wyrazenie ,,Po-
znan lezy nad Wartg” jest zdaniem. Takze wyrazenia: ,,Marcin studiuje prawo”, ,,Czy delfiny sg rybami?”,
»Przynie$ na jutrzejszy wyktad notatki z podstawowych poje¢ i metod prawoznawstwa”, ,,Bylem tam” sg
zdaniami. Pewne z nich nazywamy zdaniami oznajmujgcymi, inne pytajacymi, jeszcze inne rozkazujacymi.
Wszystkie one sg zdaniami w sensie gramatycznym.

Jednakze w logice pojmuje si¢ zdania nieco inaczej. Ot6z zdaniem w sensie logicznym jest takie wy-
razenie, ktore jest prawdziwe albo fatszywe. Wyrazenie jest prawdziwe, gdy opisuje rzeczywistos¢ tak, jak
si¢ ona ma. Na przyklad wyrazenie ,,Poznan lezy nad Warta” jest prawdziwe, bo miasto Poznan rzeczywiscie
lezy nad rzeka Wartg. Prawdziwe sg tez wyrazenia ,,2 + 2 = 4”, | Polska znajduje si¢ w Europie”, czy ,,Wr6-
ble sa ptakami”. Natomiast wyrazenie jest falszywe, gdy opisuje rzeczywistos¢ nie tak, jak si¢ ona ma. Na
przyklad wyrazenie ,,Pingwiny potrafig lata¢” jest falszywe, bo ptaki te nie majg zdolnosci latania. Fatszywe
sg tez wyrazenia: ,,Najwyzszy Polak mierzy ponad 3 m”, ,,Paryz jest stolica Wtoch”, czy ,,Pazdziernik jest
cieplejszy od lipca”. Nalezy podkresli¢, ze wyrazenia falszywe takze opisuja rzeczywisto$¢, lecz nie tak jak
si¢ ona ma. Poniewaz prawdg oraz falsz nazywamy wartos$ciami logicznymi, dlatego mozemy powiedzie¢, ze
zdaniem w sensie logicznym jest takie wyrazenie, ktore ma warto$¢ logiczna.

Zauwazmy, ze wyrazenie ,,Czy delfiny sa rybami?” nie jest zdaniem w sensie logicznym, bo nie jest
ani prawdziwe, ani falszywe, czyli nie ma wartosci logicznej. Ot6z zadne pytanie nie [7/8] jest zdaniem w
sensie logicznym. Nalezy jednak dodaé, ze niekiedy rowniez i1 pytania przekazuja pewne informacje o rze-
czywistosci. Gdy styszymy, jak kto$ pyta ,,Dlaczego Tomek przestat pali¢ papierosy?”, to domyslamy si¢, ze
Tomek przedtem palit papierosy, a teraz juz ich nie pali. Niemniej jednak samo to pytanie nie jest ani praw-
dziwe, ani falszywe. Natomiast ma okreslong warto$¢ logiczna, a wiec jest zdaniem w sensie logicznym, wy-
razenie nastepujace ,,Piotr zapytal Tomka, dlaczego ten przestat pali¢ papierosy”. Jezeli bowiem rzeczywi-
Scie Piotr zadal takie pytanie Tomkowi, to powyzsze wyrazenie jest prawdziwe. Jesli za§ w istocie Piotr ta-
kiego pytania Tomkowi nie zadat, to wyrazenie to jest falszywe.

Takze wyrazenie ,,Przynie$ na jutrzejszy wyklad notatki z podstawowych poje¢ i metod prawoznaw-
stwa” nie jest zdaniem w sensie logicznym, bo nie jest ani prawdziwe, ani falszywe. Podobnie jak pytania,
réwniez i rozkazy czy normy nie sg zdaniami w sensie logicznym. Trzeba jednak zaznaczy¢, ze niekiedy i te
wyrazenia bywajg przekaznikami informacji o rzeczywistosci. Gdy ktos rozkazuje Pawlowi ,,Podaj mi gazete
ze stotu”, to styszac to domyslamy sie, ze na stole lezy gazeta. Jednakze sam ten rozkaz nie jest ani prawdzi-
wy, ani falszywy. Natomiast ma okreslong warto$¢ logiczng, a wiec jest zdaniem w sensie logicznym, wyra-
zenie nastepujace ,,Andrzej rozkazat Pawlowi, aby ten podat mu gazete ze stotu”. Jesli bowiem istotnie An-
drzej wydat taki rozkaz Pawtowi, to powyzsze wyrazenie jest prawdziwe. Jesli zas w rzeczywistosci Andrzej
takiego rozkazu Pawlowi nie wydal, to wyrazenie to jest falszywe.

Nie jest tez zdaniem w sensie logicznym wyrazenie ,,Bytem tam”. Wyrazenie to nie wskazuje bo-
wiem kto, gdzie i kiedy byt obecny. Moze ono jednak funkcjonowac¢ tak jak zdanie w sensie logicznym, gdy
wypowiadajacy je i1 sluchajacy zdaja sobie spraweg ze stosownych jego uzupelien. Gdy Antek mowi do
Franka ,,.Bylem tam”, a obaj wiedza, Zze chodzi o stadion Lecha w dniu 14. III. 1993 r., gdy odbywat si¢ na
tymze stadionie mecz Lecha z druzyng przyjezdna, to wyrazenie uzyte przez Antka funkcjonuje tak jak zda-
nie ,,14. III. 1993 r. Antek byt na stadionie Lecha, gdy druzyna Lecha rozgrywata mecz z druzyna przyjezd-
ng”. Wyrazenie ,,Bytem tam” funkcjonuje wigc niekiedy tak jak zdanie w sensie logicznym, chociaz nim, w
gruncie rzeczy, nie jest. Wyrazeniami takiego typu cz¢sto postugujemy si¢ w mowie [8/9] potocznej. Row-
niez i w niniejszej pracy bedziemy si¢ nimi czgstokro¢ postugiwali, traktujac je jako zdania w sensie logicz-
nym.



Nalezy podkresli¢, ze warto$¢ logiczna zdania jest jego wlasciwoscig obiektywng. Nie zalezy ona od
tego czy trafnie rozpoznaja ja ci, ktorzy uzywaja danego zdania. Wyrazenie ,,Wieloryby sa ssakami” jest i
bylo prawdziwe rowniez wtedy, gdy ludzie blednie uwazali wieloryby za pewien gatunek ryb. Podobnie wy-
razenie ,,W promieniu miliarda lat §wietlnych od Ziemi znajduje si¢ takie ciato niebieskie, na ktérym wyste-
puja przynajmniej zaczatki zycia” ma jakas warto$¢ logiczng, chociaz nie wiemy jeszcze, jaka ona jest. Tak-
ze zdanie ,,Dnia 10 lutego 2050 r. w potudnie na Starym Rynku w Poznaniu temperatura bedzie wynosié¢ -
2°C” ma wartos¢ logiczng, ktérej jeszcze nie znamy. Wyrazenie to ma juz wartos¢ logiczng nawet gdyby
przyjaé, ze temperatura w owym dniu nie jest jeszcze zdeterminowana przez aktualnie wystepujace zjawiska
meteorologiczno-geofizyczne.

Jak wida¢, tylko niektore zdania w sensie gramatycznym sg zdaniami w sensie logicznym. Odtad
przedmiotem naszych zainteresowan beda jedynie te zdania, ktore sg zdaniami w sensie logicznym. Stad tez
ilekro¢ begdzie dalej mowa o zdaniach, bgdzie chodzito wytacznie o zdania w sensie logicznym.

2. Zmienne zdaniowe

W dalszych rozwazaniach bgdziemy si¢ postlugiwali zmiennymi zdaniowymi. Zmienna zdaniowg
jest takie wyrazenie, za ktére wolno wstawia¢ dowolne zdanie. Jako zmiennych zdaniowych uzywa si¢ ma-
tych liter: ,,p”, 1,07, 5175 55875 35ty 5P17s 55D27s 55DP3 s 5501 s 02 > 5P s 5P s »q " 1td. W wyrazeniu ,,p lub q” za
zmienng ,,p” wolno wstawi¢ na przyktad zdanie ,,Kasia studiuje prawo”, za$ za zmienng ,,q” zdanie ,,Basia
studiuje prawo”, otrzymujac w efekcie zdanie ,,Kasia studiuje prawo lub Basia studiuje prawo”. Podobnie w
wyrazeniu ,,Jezeli Krzy$ mysli, ze p, to Krzy$ wie, ze p” za zmienng zdaniowg ,,p”” wolno wstawi¢ [9/10]
zdanie ,,Rysy sa najwyzszym szczytem w Polsce”, uzyskujac zdanie ,,Jezeli Krzy$ mysli, ze Rysy sa najwyz-
szym szczytem w Polsce, to Krzys$ wie, ze Rysy sa najwyzszym szczytem w Polsce”. Jak wida¢ za zmienng
zdaniowa wolno wstawia¢ dowolne zdanie.

Jezeli w danym wyrazeniu wystepuje kilka roznych zmiennych zdaniowych, to za kazda z nich wolno
wstawia¢ dowolne zdanie, a wiec 1 zdanie r6zne od tych, ktore wstawia si¢ za pozostale zmienne. Na przy-
ktad w wyrazeniu ,,p lub q” za ,,p” wstawili§my zdanie ,,Kasia studiuje prawo”, a za ,,q” wstawili§my zdanie
,»Basia studiuje prawo”. Poniewaz jednak za dang zmienng wolno wstawia¢ dowolne zdanie, dlatego za rozne
zmienne mozna tez wstawi¢ to samo zdanie. Na przyktad, za wystepujaca w wyrazeniu ,,p lub q” zmienng
D" jak i za wystepujaca w nim zmienng ,,q” wolno wstawi¢ to samo zdanie. Niech to bedzie zdanie ,,Srem
lezy nad Warta”. Wowczas wyjsciowe wyrazenie przeksztalci sie w zdanie ,,Srem lezy nad Warta lub Srem
lezy nad Wartg”.

O ile za r6zne zmienne zdaniowe wolno wstawia¢ to samo zdanie, o tyle za jedng zmienng wystepu-
jaca w danym wyrazeniu kilkakrotnie nie wolno w réznych miejscach wstawia¢ roznych zdan. Wstawienie
musi bowiem by¢ konsekwentne, co znaczy, ze za t¢ samg zmienng wyst¢pujacg w danym wyrazeniu kilka-
krotnie nalezy wszedzie wstawi¢ to samo zdanie. Gdy wiec za zmienng ,,p”” wystepujaca w wyrazeniu ,,Jezeli
Krzy$ mysli, ze p, to Krzy$ wie, ze p” wstawia si¢ zdanie ,,Jaskotki sg ptakami”, to nalezy je wstawi¢ w kaz-
dym miejscu, w ktorym wystepuje ta zmienna. Konsekwentne jest wigc wstawienie prowadzace do zdania
»Jezeli Krzy§ mysli, ze jaskotki sg ptakami to Krzys wie, ze jaskotki sg ptakami”. Natomiast niekonsekwent-
ne, a wigc niepoprawne byloby wstawienie prowadzace do zdania ,,Jezeli Krzy$ mysli, ze jaskotki sa ptaka-
mi to Krzy$ wie, ze niedzwiedzie sg ssakami”, bo za t¢ samg zmienng raz wstawiono by zdanie ,,Jaskotki sa
ptakami”, a raz zdanie ,,Niedzwiedzie sg ssakami”. Jeszcze raz podkres§lmy, ze za zmienne zdaniowe wolno
wstawia¢ tylko zdania. Niepoprawne byloby wiec przeksztatcenie wyrazenia ,,p lub q7 w wyrazenie
»Agnieszka lub Michat”. Takie przeksztatcenie byloby bowiem efektem wstawienia za zmienne ,,p” i ,,q”
wyrazen ,,Agnieszka” oraz ,,Michal”, ktdore przeciez nie sg zdaniami. [10/11]

3. Spéjniki

Zanalizujemy teraz nieco doktadniej wyrazenie ,,Kopernik sadzil, ze p”. Gdy za wystepujaca w nim
zmienng wstawi si¢ okreslone zdanie, to cate to wyrazenie réwniez przeksztatci si¢ w zdanie. Wstawmy wiec
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za ,,p” prawdziwe zdanie ,,Torun lezy nad Wistg”. Otrzymamy wowczas zdanie ,,Kopernik sadzit, ze Torun
lezy nad Wista”, ktore takze jest prawdziwe, bo urodzony w Toruniu Kopernik z pewnos$cia wiedziat, Zze mia-
sto to lezy nad Wista. Wstawmy jednak za ,,p” inne zdanie prawdziwe, a mianowicie zdanie ,,Geny determi-
nuja kolor wlosow czlowieka”. Otrzymamy wowcezas zdanie ,,Kopernik sadzil, ze geny determinuja kolor
wlosoéw cztowieka”. Jak wiadomo, w czasach Kopernika nie wiedziano jeszcze o istnieniu gendéw. Stad tez i
Kopernik nie zdawatl sobie sprawy z zaleznos$ci miedzy genami a kolorem wlosow czlowieka. Przeto cale
powyzsze zdanie jest falszywe. Wstawmy teraz za ,,p” fatlszywe zdanie ,,2 + 3 = 7”. Otrzymamy wédwczas
zdanie ,,Kopernik sadzit, ze 2 + 3 = 77, ktore z pewnoscia jest falszywe, bo Kopernik dobrze znat elementar-
ng arytmetyke i nie podtrzymywat tak btednych twierdzen. Wstawmy wreszcie za ,,p” zdanie ,,Muchy rodzg
si¢ ze zgnilego migsa”, o ktérym dzi§ wiemy, ze jest falszywe. Powstate w wyniku tego wstawienia zdanie
,Kopernik sadzit, ze muchy rodza .si¢ ze zgnitego migsa” bedzie jednak prawdziwe, bo przekonanie o samo-
rodztwie byto w czasach Kopernika powszechne, przeto zywit je rowniez Kopernik.

Jak wida¢, warto$¢ logiczna catego zdania powstatego z wyrazenia ,,Kopernik sadzit, ze p” nie jest
wyznaczona przez warto$¢ logiczng zdania wstawionego w miejsce zmiennej ,,p”’. Wstawiajagc bowiem za te¢
zmienng pewne zdanie prawdziwe, otrzymujemy cato$¢ bedaca zdaniem prawdziwym. Wstawiajac jednak za
te zmienng inne zdanie prawdziwe, otrzymujemy calo$¢ bedaca zdaniem fatszywym. Z kolei wstawiajac za
nig pewne zdanie fatszywe, otrzymujemy calo$¢ bedaca zdaniem falszywym. Wstawiajac jednak za nig inne
zdanie falszywe, otrzymujemy cato$¢ bedaca zdaniem prawdziwym. Warto$¢ logiczna zdania o Koperniku
nie zalezy wigc wyltacznie od wartosci logicznej zdan wstawianych za zmienng ,,p”, lecz zalezy od ich tresci.
[11/12]

Rozwazmy teraz wyrazenie ,,Nie jest tak, ze p”. Gdy za zmienng ,,p” wstawimy prawdziwe zdanie
»Poznan lezy nad Wartg”, to otrzymamy falszywe zdanie ,,Nie jest tak, ze Poznan lezy nad Warta”. Gdy za te
zmienng wstawimy jakiekolwiek zdanie prawdziwe, to zawsze otrzymamy jako cato$¢ zdanie fatszywe. Gdy
na przyktad za ,,p” wstawimy prawdziwe zdanie ,,2 + 2 = 4”, to otrzymamy falszywe zdanie ,,Nie jest tak, ze
2 +2=4" agdy za t¢ zmienng wstawimy prawdziwe zdanie ,,Jaskotki sa ptakami”, to otrzymamy falszywe
zdanie ,,Nie jest tak, ze jaskolki sg ptakami”. Gdy natomiast za zmienng ,,p” wstawimy falszywe zdanie
»Warszawa lezy nad Wartg”, to otrzymamy prawdziwe zdanie ,,Nie jest tak, ze Warszawa lezy nad Wartg”.
Gdy za t¢ zmienna wstawimy jakiekolwiek inne zdanie falszywe, to zawsze otrzymamy jako cato$¢ zdanie
prawdziwe. Gdy na przyktad za ,,p” wstawimy falszywe zdanie ,,Polska lezy w Afryce”, to otrzymamy praw-
dziwe zdanie ,,Nie jest tak, ze Polska lezy w Afryce”, a gdy wstawimy za nig falszywe zdanie ,,NiedZwiedzie
sg ptakami”, to otrzymamy prawdziwe zdanie ,,Nie jest tak, ze niedzwiedzie sg ptakami”. Wyrazenie ,,nie jest
tak, ze” ma zatem t¢ wlasciwos¢, Zze po dotaczeniu do niego zdania otrzymuje si¢ nowe zdanie, ktdrego war-
tos¢ logiczna zalezy wylacznie od wartosci logicznej zdania dotagczonego. Wyrazenia o tej wlasciwosci na-
zywamy spojnikami logicznymi albo - krotko - spojnikami. Ze wzgledu na ilos¢ dotaczanych do spojnikow
zdan dzielimy je na spojniki jednoargumentowe, dwuargumentowe, trojargumentowe itd. Spéjnikiem jed-
noargumentowym nazywamy wigc takie wyrazenie, ktére po dotaczeniu do niego jednego zdania jako ar-
gumentu daje nowe zdanie o wartosci logicznej wyznaczonej - w szczegdlny sposob - przez wartos$¢ logiczng
zdania dotaczonego.

Te wihasciwos¢ spdjnikéw jednoargumentowych mozna wykorzysta¢, charakteryzujac je za pomoca
szczegblnych tabelek zwanych matrycami. Od razu zaznaczmy, ze - $cisle rzecz biorac -matryce nie charak-
teryzuja wyrazen jezyka potocznego, lecz ich odpowiedniki stanowigce przedmiot badan logicznych. Takim
logicznym odpowiednikiem potocznego wyrazenia ,,nie jest tak, ze” jest spojnik negacji oznaczany symbo-
lem ,,~”. Budujac matryce dla tego spdjnika, zamiast pisac ,,zdanie prawdziwe” bedziemy pisa¢ krétko ,,17, a
zamiast pisac ,,zdanie fatszywe” [12/13] bedziemy pisac¢ krotko ,,0”. Spojnik negacji charakteryzuje wigc
nastepujgca matryca:

P | ~P
1 0
0 1




Wskazuje ona, ze wartos¢ logiczna zdania powstatego przez poprzedzenie argumentu spojnikiem ne-
gacji wyznaczona jest - w szczegblny sposob - przez warto$¢ logiczng rzeczonego argumentu. Gdy argument
jest zdaniem prawdziwym, to zdanie powstate przez poprzedzenie go tym spojnikiem jest falszywe. Gdy na-
tomiast argument jest falszywy, to zdanie powstale przez poprzedzenie go spojnikiem negacji jest prawdzi-
we. Jak juz zaznaczono, odpowiednikiem tak pojetego spojnika negacji jest w jezyku polskim wyrazenie ,,nie
jest tak, ze”. Do pewnego stopnia jego odpowiednikiem jest takze wyrazenie ,,nieprawda, ze”, a rowniez I
samo stowo ,,nie”.

Zdanie dotaczone do spodjnika negacji jako jego argument nazywamy zdaniem zanegowanym, zas
zdanie powstate przez zanegowanie okreslonego zdania nazywamy negacja. Zatem negacja powstalg ze zda-
nia ,,Poznan lezy nad Wartg” jest zdanie ,,Nie jest tak, ze Poznan lezy nad Wartg”, za§ negacjg powstalg ze
zdania ,,Polska lezy w Afryce” jest zdanie ,,Nie jest tak, ze Polska lezy w Afryce”. W jezyku polskim zdanie
,Nie jest tak, ze Poznan lezy nad Wartg” uchodzi za tozsame ze zdaniem ,,Nieprawda, ze Poznan lezy nad
Warta” oraz za tozsame ze zdaniem ,,Poznan nie lezy nad Wartg”. Podobnie zdanie ,,Nie jest tak, ze Polska
lezy w Afryce” uchodzi za tozsame ze zdaniem ,,Nieprawda, ze Polska lezy w Afryce” oraz ,,Polska nie lezy
w Afryce”. Mozemy wiec powiedzie¢, ze negacja powstala ze zdania ,,Poznan lezy nad Wartg” jest zdanie
»Poznan nie lezy nad Wartg”, a negacja powstata ze zdania ,,Polska lezy w Afryce” jest zdanie ,,Polska nie
lezy w Afryce”. Z kolei negacja powstala ze zdania ,,Poznan nie lezy nad Wartg” jest zdanie ,,Nie jest tak, ze
Poznan nie lezy nad Wartg”, a negacja powstala z tego zdania jest zdanie ,,Nie jest tak, Ze nie jest tak, ze Po-
znan nie lezy nad Wartg”. Zdanie zanegowane oraz powstala z niego negacja stanowig par¢ zdan wzajem
sprzecznych. Zatem zdania ,,Poznan lezy nad Wartg” i ,,Poznan nie lezy nad Wartg” stanowia par¢ zdan
wzajem sprzecznych. Réwniez zdania ,,Poznan nie lezy nad Wartg” [13/14] i ,,Nie jest tak, ze Poznan nie
lezy nad Wartg” tworza par¢ zdan wzajem sprzecznych. Takze zdania ,,Polska lezy w Afryce” oraz ,,Polska
nie lezy w Afryce” sg parg zdanh wzajem sprzecznych.

Latwo zauwazy¢, ze obok spojnika negacji wystepuja jeszcze trzy inne spdjniki jednoargumentowe.
Matryce wszystkich tych spojnikéw przedstawiajg si¢ nastgpujaco:
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Druga kolumna okre$la znany nam juz spdjnik negacji. Trzecia kolumna okresla spdjnik, ktory po do-
faczeniu do zdania prawdziwego daje zdanie prawdziwe, a po dotaczeniu do zdania fatszywego daje zdanie
falszywe. Spojnik ten nazywany bywa spojnikiem asercji. Odpowiada mu w jezyku polskim zwrot ,,jest tak,
ze”. Kolejny spdjnik tym si¢ charakteryzuje, ze po dotaczeniu do niego zaro6wno zdania prawdziwego, jak i
zdania fatszywego daje zdanie prawdziwe. Nie jest on odpowiednikiem jakiego$ wyrazenia jezyka polskiego.
Wreszcie ostatni spojnik tym si¢ charakteryzuje, ze po dotgczeniu do niego zaréwno zdania prawdziwego,
jak 1 zdania falszywego daje zdanie fatlszywe. Rowniez i ten spdjnik nie jest odpowiednikiem jakiego$ wyra-
zenia jezyka polskiego. Sposrod wskazanych tu czterech spdjnikow jednoargumentowych dalej interesowac
nas bedzie tylko spojnik negacji.

Jak juz zaznaczono, obok spojnikow jednoargumentowych wystepuja takze spojniki dwuargumento-
we. Spéjnikiem dwuargumentowym nazywamy takie wyrazenie, ktére po dofaczeniu do niego dwoch zdan
jako argumentow daje nowe zdanie o wartosci logicznej wyznaczonej - w szczegdlny sposob - przez wartosci
logiczne dotaczonych zdan. Takim spojnikiem dwuargumentowym jest spojnik koniunkcji 0znaczany sym-
bolem ,,A”. Okresla go nastepujgca matryca:
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Jak wida¢, spojnik koniunkcji tym si¢ charakteryzuje, ze powstate z niego zdanie jest prawdziwe tyl-
ko wtedy, gdy oba jego argumenty sg prawdziwe. Gdy za$ cho¢ jeden z argumentow jest falszywy, to zdanie
zbudowane za pomocg spojnika koniunkcji tez jest falszywe. Zdania dotaczone jako argumenty do spojnika
koniunkcji nazywa si¢ czynnikami. Zdanie zbudowane z tego spojnika i jego argumentéw nazywa si¢ Ko-
niunkcj3.

Spdjnikowi koniunkcji odpowiada w jezyku polskim stowo ,,i”, a do pewnego stopnia takze stowa
,»oraz” tudziez ,,a”. Zdanie ,,Poznan lezy nad Wartg i Konin lezy nad Warta” jest prawdziwe, gdyz zaré6wno
zdanie ,,Poznan lezy nad Wartg”, jak i zdanie ,,Konin lezy nad Wartg” sg prawdziwe. Natomiast zdanie ,,Ka-
sia studiuje prawo 1 Basia studiuje prawo” jest fatszywe, jesli cho¢ jedna z tych dziewczyn nie studiuje pra-
wa. Jednakze stowo ,,i” nie w pelni odpowiada spdjnikowi koniunkcji i to co najmniej z trzech powodow. Po
pierwsze, w odroznieniu od spdjnika koniunkcji taczacego zdania o dowolnej tresci, stowem ,,i” taczy sie w
zasadzie tylko zdania zbiezne tresciowo. O ile bowiem za poprawne uchodzi zdanie ,,Kasia studiuje prawo i
Basia studiuje prawo”, o tyle trudno byloby uzna¢ za poprawne zdanie ,,Poznan lezy nad Warta i jaskotki sg
ptakami”. Po drugie, w odrdznieniu od spojnika koniunkcji, uzycie stowa ,,i” uchodzi za niepoprawne, gdy
zdania sg wprawdzie zbiezne tre§ciowo, ale wskazuja na pewien kontrast. Nie mowi si¢ przeciez ,,Janusz jest
wysoki i Marcin jest niski”. Mowi si¢ raczej ,,Janusz jest wysoki a Marcin jest niski”, postugujac si¢ stowem
,»a~ jako odpowiednikiem spdjnika koniunkcji. Po trzecie, w odréznieniu od neutralnego pod tym wzgledem
spdjnika koniunkcji, stowo ,,i”” uwzglednia kolejno$¢ zdarzen opisywanych przez dotaczone do niego zdania.
Zdanie wystepujace przed ,,i” opisuje to, co zdarzylo si¢ nie pdzniej od tego, co opisuje zdanie po ,,i”. W
odroznieniu bowiem od poprawnego zdania ,,Michatl zatozyt tyzwy i Michat wyjechat na 16d” zdanie ,,Mi-
chal wyjechat na 16d 1 Michal zatozyt tyzwy” uchodzi za niepoprawne, gdyz sugeruje, ze wyjazd na lod po-
przedzil zatozenie tyzew.

Innym spdjnikiem dwuargumentowym jest spojnik alternatywy oznaczany symbolem ,,v”. Okresla
go nastgpujaca matryca: [15/16]

O Or T
O O Rr|a
o r r L

Jak wida¢, spojnik alternatywy tym si¢ charakteryzuje, ze powstate z niego zdanie jest prawdziwe juz
wtedy, gdy chociaz jeden z jego argumentow jest prawdziwy. Gdy za$ oba argumenty sa falszywe, to zdanie
zbudowane za pomoca spdjnika alternatywy tez jest falszywe. Zdania, dolagczone do spojnika alternatywy
jako argumenty nazywa si¢ skladnikami. Zdanie zbudowane z tego spdjnika i jego argumentéw nazywa si¢
alternatywa.

Spdjnikowi alternatywy odpowiada w jezyku polskim stowo ,,lub”. Zdanie ,,Mirek uczy si¢ prawa
rzymskiego lub Mirek uczy si¢ podstawowych poje¢ 1 metod prawoznawstwa” jest prawdziwe, gdy Mirek
uczy si¢ przynajmniej jednego z tych przedmiotow. Natomiast zdanie ,,Warta wpada do Wisty lub Note¢
wpada do Wisly” jest fatszywe, bo oba sktadniki sg zdaniami fatszywymi. Jednakze réwniez 1 tu trzeba za-
znaczy¢, ze stowo ,,lub” nie w pelni odpowiada spojnikowi alternatywy, gdyz w odrdznieniu od niego - nie
faczy zdan nie powigzanych tresciowo.

Jeszcze innym spojnikiem dwuargumentowym jest spojnik implikacji oznaczany symbolem ,,—”.
Okresla go nastepujaca matryca:
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Jak wida¢, spojnik implikacji tym si¢ charakteryzuje, ze powstate z niego zdanie jest falszywe tylko
wtedy, gdy argument poprzedzajacy spdjnik jest prawdziwy a argument wystepujacy po spojniku jest fal-
szywy. Poniewaz pierwszy z argumentéw nazywa si¢ poprzednikiem, za$ drugi nazywa si¢ nastepnikiem,
dlatego mozemy powiedzieé¢, ze zdanie powstate ze spojnika implikacji [16/17] jest falszywe tylko wtedy,
gdy poprzednik jest prawdziwy, a nastepnik fatszywy. Zdanie zbudowane z tego spojnika i jego argumentow
nazywa si¢ implikacja.

Spdjnikowi implikacji odpowiadajg w jezyku polskim takie wyrazenia jak ,,jesli, to”, ,,jezeli, to”, a do
pewnego stopnia takze wyrazenie ,,gdyby, to”. Jednakze zaden z tych zwrotow nie odpowiada mu w pelni i
to co najmniej z dwoch powodow. Po pierwsze, w odroznieniu od spdjnika implikacji, taczacego zdania o
dowolnej tresci, wyrazeniami wyzej przytoczonymi laczy si¢ w zasadzie tylko zdania o zbieznej tresci. O ile
bowiem za poprawne uchodzi zdanie ,,Jesli pada deszcz, to jest mokro”, o tyle trudno bytoby uznaé za po-
prawne zdanie ,,Jesli Poznan lezy nad Warta, to 2 + 2 = 4”. Po drugie, w odr6znieniu od spdjnika implikacji
dajacego z dwoma falszywymi argumentami zdanie prawdziwe, jego odpowiedniki prowadza w takim przy-
padku do zdania, ktérego warto$¢ logiczna budzi watpliwosci. Zgodnie z powyzszg matryca zdanie ,,Poznan
lezy w Azji — mieszkancy Poznania mowig po hiszpansku” jest zdaniem prawdziwym. Natomiast rodzg si¢
watpliwosci co do uznania za prawdziwe zdania ,,Jezeli Poznan lezy w Azji, to mieszkancy Poznania méwia
po hiszpansku”.

Wreszcie ostatnim z interesujgcych nas tu spdjnikéw dwuargumentowych jest spojnik rownowazno-
$ci 0znaczany symbolem ,,=". Okres$la go nast¢pujaca matryca:
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Jak wida¢, spojnik rownowaznosci tym si¢ charakteryzuje, ze powstale z niego zdanie jest prawdziwe
wtedy, gdy oba argumenty maja takg samg wartos$¢ logiczng, a wigc oba sg prawdziwe albo oba sg fatszywe.
Zdania dotagczone do spojnika rownowaznosci jako argumenty nazywa si¢ czlonami. Zdanie zbudowane z
tego spojnika 1 jego argumentOw nazywa si¢ réwnowaznoscia. Spojnikowi rownowaznosci odpowiada w
jezyku polskim wyrazenie ,,wtedy i tylko wtedy, gdy”. Zdanie ,,Marcin idzie na wyktad wtedy i tylko wtedy,
gdy Marcin niesie pod pachg [17/18] podrecznik” jest prawdziwe w dwoch przypadkach. Po pierwsze, jest
ono prawdziwe, gdy prawdziwe sg zdania ,,Marcin idzie na wyktad” i ,,Marcin niesie pod pachg podrecznik”.
Po drugie, jest ono prawdziwe, gdy zdania ,,Marcin 1dzie na wyktad” 1 ,,Marcin niesie pod pachg podrgcznik”
sg oba falszywe. Rowniez i tu trzeba zaznaczy¢, ze wyrazenie ,,wtedy 1 tylko wtedy, gdy” nie w petni odpo-
wiada rbwnowaznosci, poniewaz - w odrdznieniu od niej - nie taczy zdan nie powigzanych tresciowo.

Latwo zauwazy¢, Ze obok przedstawionych wyzej spojnikow, wystepuje jeszcze 12 innych spdjnikow
dwuargumentowych. Lacznie mamy wigc 16 spdjnikéw tego rodzaju. Matryce wszystkich tych spojnikow
przedstawiaja si¢ nastepujaco:
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Trzecia kolumna okresla spojnik, ktory przy wszelkich warto$ciach argumentéw daje zdanie fatszy-
we. Spojnik ten nie ma odpowiednika w jezyku polskim. Z kolei czwarta kolumna okresla znany nam juz
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spojnik koniunkcji. Kolejna kolumna okresla spdjnik, ktory daje zdanie prawdziwe tylko wtedy, gdy jego
pierwszy argument jest prawdziwy, a drugi fatszywy. We wszystkich pozostatych przypadkach daje on zda-
nie prawdziwe. Réwniez 1 ten spojnik nie ma swego odpowiednika w jezyku polskim. Nastepne kolumny
okreslajg spojniki wyznaczajace rozmaite wartosci logiczne budowanym przy ich pomocy zdaniom, w zalez-
nosci od wartosci logicznych argumentow. Posrdd nich wystepuja omowione wyzej spojniki alternatywy,
implikacji 1 rownowaznosci. Wreszcie w ostatniej kolumnie okreslony jest spdjnik, ktory przy wszelkich
wartosciach argumentoéw daje zdanie prawdziwe. Rowniez i ten spojnik nie ma odpowiednika w jezyku pol-
skim.

Obok spojnikéw jedno- 1 dwuargumentowych dajg si¢ takze skonstruowac spdjniki trojargumentowe.
Spdjnikiem troéjargumentowym nazywamy takie wyrazenie, ktore po dolaczeniu do niego trzech zdan jako
argumentéw daje nowe zdanie o wartosci logicznej wyznaczonej - w szczegolny sposob - przez wartosé
[18/19] logiczng dotgczonych zdan. Spojniki tréjargumentowe nie maja jednak swoich odpowiednikow w
jezyku polskim. Nie maja w nim tez swoich odpowiednikow spojniki cztero- i wigcej argumentowe. Uogol-
niajac mozemy wi¢c powiedzie¢, ze spéjnikiem n-argumentowym nazywamy takie wyrazenie, ktére z n-
tkg zdan jako argumentow daje nowe zdanie o wartosci logicznej wyznaczonej - w szczegolny sposob - przez
warto$¢ logiczng dotaczonych zdan. Dalej interesowaé nas beda wylacznie spojniki negacji, koniunkcji, al-
ternatywy, implikacji i rtwnowaznosci.

Ze wzgledu na obecno$¢ badz nieobecnos¢ spojnikow dzielimy zdania na proste i ztozone. Zdaniem
prostym nazywamy takie zdanie, w ktorym nie wystgpuje zaden spojnik. Zdaniami prostymi sg na przyktad
zdania ,,Poznan lezy nad Warta”, ,,Kasia studiuje prawo”, ,,2 + 2 = 4” oraz ,,Wroble sa ptakami”. Natomiast
zdaniem zlozonym nazywamy takie zdanie, w ktorym wystepuje co najmniej jeden spojnik. Zdaniami zto-
zonymi s3 na przyklad zdania ,,Marcin nie idzie na wyktad”, ,,Paryz jest stolica Wtoch lub Paryz jest stolica
Hiszpanii”, ,,Jesli lipiec jest suchy, to sierpien jest przeokropny, a we wrze$niu masowo rosng grzyby”, oraz
»Nie jest tak, ze (Warta wpada do Odry wtedy i tylko wtedy, gdy Warta wpada do Wisty)”.

4. Wyrazenia rachunku zdan

Dysponujemy juz pojeciami zmiennych oraz spojnikéw. Pozwala to budowaé wyrazenia rachunku
zdan. Otoz: 1) kazda zmienna zdaniowa jest wyrazeniem rachunku zdan, 2) jezeli sekwencja postaci A jest
wyrazeniem rachunku zdan, to takze sekwencja postaci ~ A jest wyrazeniem rachunku zdan, 3) jezeli se-
kwencje postaci A oraz B sg wyrazeniami rachunku zdan, to takze sekwencje postaci A A B, A v B, A — B,
A = B s3 wyrazeniami rachunku zdan. Okre§lenie to wyznacza zbior wszystkich wyrazen rachunku zdan.
Inaczej méwiac, okreslenie to wskazuje jak nalezy budowa¢ wyrazenie, aby bylo ono wyrazeniem rachunku
zdan.

Zgodnie z punktem 1 powyzszego okreslenia wyrazeniami [19/20] rachunku zdan sa poszczegdlne
zmienne zdaniowe ,,p”, ,,q”, ,.I", ,,$” itd. Na podstawie punktu 2 wyrazeniami rachunku zdan sg takze negacje
zmiennych zdaniowych, a wiec wyrazenia ,,~ p”, ,,~q”, ,,~ 1 itd. POniewaz ,,~ p” jest wyrazeniem rachunku
zdan, to - na podstawie punktu 2 - wyrazeniem rachunku zdan jest takze ,,~ ~ p”. Na tej samej podstawie wy-
razeniami rachunku zdan sg rowniez ,,~~q” 1,,~ ~1”. Poniewaz ,,~ ~ p” jest wyrazeniem rachunku zdan, to -
na podstawie punktu 2 - wyrazeniem rachunku zdan jest takze ,,~ ~ ~ p”. Na tej samej podstawie wyrazenia-
mi rachunku zdah sg ,,~~~q” 1,~~ ~1”, a dalej takze ,,~ ~~~p”, ,,~ ~~~q” itd. Poniewaz zmienne ,,p” i
»q"~ sa wyrazeniami rachunku zdan, to - na podstawie punktu 3 - wyrazeniami rachunku zdan sg takze ,,p A
qQ’,.pvq’,.p — q° oraz ,,p = q”. Poniewaz wyrazeniami rachunku zdan sg ,,~ p” 1,,~ q”, to - na podstawie
punktu 3 - wyrazeniami rachunku zdan sg takze ,~p A~q”, ,~pVv~q’, ,~p —>~qQ 1 ,,~p=~(", a takze
PA~qQ,pVv~qQ, s p—>~qQ 1,p=~q",arowniez,~pAq’,,~pVvqQ’,,~p—q oraz ,~p=q” itd.

Budujac nieco bardziej skomplikowane wyrazenia rachunku zdan, bedziemy pomocniczo postugiwac
si¢ nawiasami. Wykazemy teraz, ze ,,~ (p A Q) = (~ p v ~ q)” jest wyrazeniem rachunku zdan. Na podstawie
punktu 1 podanego wyzej okreslenia wyrazeniami rachunku zdan sg zmienne ,,p” 1,,q”. Na podstawie punktu
2 wyrazeniami rachunku zdan sg wiec takze ,,~ p” 1 ,~q”. Skoro ,,p” 1,,q” sg wyrazeniami rachunku zdan, to
- na podstawie punktu 3 - wyrazeniem rachunku zdan jest tez ,,p A q”. Skoro zas ,,p A q” jest wyrazeniem

7



rachunku zdan, to - na podstawie punktu 2 - wyrazeniem rachunku zdan jest takze ,,~ (p A q)”. Skoro ,,~ p” i
»~ q” sg wyrazeniami rachunku zdan, to - na podstawie punktu 3 - wyrazeniem rachunku zdan jest takze ,,~ p
v ~q”. Jesli za$ ,,~ (p A q)” oraz ,,~ p v ~ q” sg wyrazeniami rachunku zdan, to - na podstawie punktu 3 -
wyrazeniem rachunku zdan jest takze ,,~ (p AQ) = (~p Vv ~q)”.

Wykazemy obecnie, ze ,,~ [(p A Q) — (P v q)]” jest wyrazeniem rachunku zdan. Na podstawie punktu
1 wyrazeniami rachunku zdan sg zmienne ,,p” i ,,q”. Przeto na podstawie punktu 3 wyrazeniami rachunku
zdan sa takze ,,p A q” oraz ,,p v q”. A jesli tak, to - na podstawie punktu 3 - wyrazeniem rachunku zdan jest
takze ,,(p A Q) — (p v q)”. Wobec [20/21] powyzszego - ha podstawie punktu 2 - wyrazeniem rachunku zdan
jestrowniez ,,~[(pAQ) — (P Vv q)]”.

Wykazemy jeszcze, ze ,,(r=q) v [(~p — ~1) A(Q v ~ p)]” jest wyrazeniem rachunku zdan. Na pod-
stawie punktu 1 wyrazeniami rachunku zdan sg zmienne zdaniowe ,,r”, ,,q”, ,.p”. Zatem - na podstawie -
punktu 2 - wyrazeniami rachunku zdan sg takze ,,~ r”’ i ,,~ p”. Wobec powyzszych ustalen wyrazeniami ra-
chunku zdan - na podstawie punktu 3 - sg rowniez ,,r =q”, ,,~p — ~1” oraz ,,q v~ p”. A stad - na podstawie
punktu 3 - wyrazeniem rachunku zdan jest rowniez ,,(~p — 1) A (Q v ~ p)”. Wobec powyzszego - na podsta-
wie punktu 3 - wyrazeniem rachunku zdan jest takze badane tu ,,(r=q) v[(~p—=>~1NA(QVv~p)]”.

Latwo zauwazy¢, ze wyrazen rachunku zdan jest nieskonczenie wiele. Skoro bowiem wyrazeniem ta-
kim jest zmienna ,,p”, to jest nim tez ,,p A p”, a wigc rowniez ,,(p AP) Ap”, ,.[(p AP) AP] Ap” itd. Podobnie,
skoro wyrazeniem rachunku zdan jest zmienna ,,q”, to jest nim réwniez ,,q v q”, a takze ,,(q v Q) v q”, ,,[(q V
q) v q] v q” itd. Zatem juz tak skonstruowanych wyrazen jest nieskonczenie wiele. Nie ma tez jakiej$ gra-
nicznej dlugosci, czy stopnia komplikacji wyrazen rachunku zdan. Niemniej jednak kazde, nawet nicbywale
skomplikowane wyrazenie rachunku zdan ma skonczong dtugos$¢. Nie ma wigc wyrazen rachunku zdan o
nieskonczonej dtugosci.

Nalezy zauwazy¢, ze nie kazda sekwencja zmiennych zdaniowych i spdjnikdéw oraz pomocniczo uzy-
tych nawiasOw stanowi wyrazenie rachunku zdaf. Nie jest nim na przyktad sekwencja ,,pp — q”. Chociaz
bowiem wyrazeniami rachunku zdan sg zmienne ,,p” i ,,q”, to jednak nie jest nig sekwencja ,,pp”, co unie-
mozliwia juz wyprowadzenie jako wyrazenia rachunku zdan catej sekwencji ,,pp — q”. Nie jest tez wyraze-
niem rachunku zdan sekwencja ,,(p A q) — Vv (q A p)”. Chociaz bowiem wyrazeniami rachunku zdan sa ,,(p A
q)” oraz ,,(q A p)”, to zaden z punktéw 1-3 podanego okreslenia nie zalicza do takich wyrazen catej sekwen-
¢ji(p A Q) — Vv (0 Ap)”. Nie jest tez wyrazeniem rachunku zdan sekwencja ,,(r — ~ p) =”. Chociaz bowiem
jest nim ,,r — ~ p”, to zaden z punktéw 1-3 nie zalicza do wyrazen rachunku zdan catej sekwencji ,,(r — ~ p)
=" [21/22]

5. Pojecie tezy rachunku zdan

Gdy za wystepujace w wyrazeniu rachunku zdan zmienne zdaniowe wstawi si¢ zdania, to cate wyra-
zenie rowniez przeksztalci si¢ w zdanie. Na przyktad, gdy w wyrazeniu ,,p v q” za zmienne wstawimy od-
powiednio zdania ,,Kasia studiuje prawo” i ,,Basia studiuje prawo”, to wyrazenie to przeksztalci si¢ w zdanie
,»Kasia studiuje prawo v Basia studiuje prawo”. Latwo zauwazy¢, ze niektore wyrazenia rachunku zdan przy
pewnych wstawieniach za wystepujace w nich zmienne przeksztatcaja si¢ w zdania prawdziwe, a przy innych
w zdania falszywe. Takim wyrazeniem jest na przyktad sama zmienna ,,p”, za ktdrg wolno wstawia¢ dowolne
zdanie. Jesli wiec wstawimy za nig zdanie prawdziwe, to efektem tej operacji bedzie wtasnie owo zdanie
prawdziwe. Jesli natomiast wstawimy za nig zdanie falszywe, to efektem tej operacji bedzie wlasnie owo
zdanie falszywe. Takim wyrazeniem rachunku zdan, ktére przy pewnych wstawieniach przeksztatca si¢ w
zdanie prawdziwe a przy innych w zdanie falszywe jest rowniez wyrazenie ,,p — q”. Jesli bowiem za ,,p”
wstawimy zdanie ,,Jaskotki sg ptakami”, a za ,,q” zdanie ,,Niedzwiedzie sg rybami”, to otrzymamy fatszywe
zdanie ,,Jaskoltki sg ptakami — Niedzwiedzie sg rybami”. Jesli natomiast za ,,p” wstawimy zdanie ,,Poznan
lezy nad Wart3”, a za ,,q” zdanie ,,Srem lezy nad Wartg”, to otrzymamy prawdziwe zdanie ,,Poznan lezy nad
Wartg — Srem lezy nad Warta”.



Posrod wyrazen rachunku zdan sg jednak i takie wyrazenia, ktoére przy wszelkich wstawieniach za
wystepujace w nich zmienne przeksztalcajg si¢ w zdania prawdziwe. Wezmy na przyktad wyrazenie ,,(p A Q)
— p”. Wstawmy za zmienng ,,p” zdanie ,,Poznan lezy nad Wartg”, a za zmienng ,,q” zdanie ,.Srem lezy nad
Warta”. Otrzymamy wowczas zdanie ,,(Poznan lezy nad Warta A Srem lezy nad Warta) — Poznan lezy nad
Wartg”. Poniewaz zdanie ,,Poznan lezy nad Wartg” jest prawdziwe, przeto prawdziwy jest nastepnik tej im-
plikacji. Poniewaz takze i zdanie ,,Srem lezy nad Warta” jest prawdziwe, wiec prawdziwy jest i poprzednik
tej implikacji. Skoro za§ zar6wno poprzednik, jak i nastepnik implikacji sg prawdziwe, to i cata ta implikacja
jest zdaniem prawdziwym. Wstawmy teraz w owym wyrazeniu za zmienng ,,p” zdanie ,,Stolicg Wtoch jest
Wenecja”, a za zmienng ,,q” zdanie [22/23] ,,Rysy sg wyzsze od Giewontu”. Otrzymamy wowczas zdanie
»(Stolica Wtoch jest Wenecja A Rysy sa wyzsze od Giewontu) — Stolica Wtoch jest Wenecja”. Poniewaz
zdanie ,,Stolica Wtoch jest Wenecja” jest falszywe, dlatego zarowno poprzednik jak i nast¢pnik tej implikacji
sg fatszywe. Skoro jednak poprzednik i nastgpnik implikacji sg zdaniami falszywymi, to cata ta implikacja
jest zdaniem prawdziwym.

Probujac na tej drodze ustali¢, czy wyrazenie ,,(p A ) — p” przeksztalca si¢ zawsze w zdanie praw-
dziwe nalezaloby zanalizowaé wszystkie mozliwe wstawienia za wyst¢pujace w nim zmienne, co - 0CZYyWi-
Scie - jest zadaniem niewykonalnym. Sprobujmy zatem postgpic¢ nieco inaczej, wstawiajac za zmienne odpo-
wiednio zdania ,,Kasia studiuje prawo” 1 ,,Basia studiuje prawo”. Otrzymujemy wowczas zdanie ,,(Kasia stu-
diuje prawo A Basia studiuje prawo) — Kasia studiuje praw”. Przypusémy, ze zdanie ,,Kasia studiuje prawo”
jest fatszywe. Zgodnie z matryca spojnika koniunkcji falszywe jest wowczas zdanie ,,Kasia studiuje prawo A
Basia studiuje prawo”, bedace poprzednikiem powyzszej implikacji. Skoro za$ poprzednik jest falszywy, to -
zgodnie z matrycg spojnika implikacji - cala ta implikacja jest prawdziwa. Przypusémy teraz, ze zdanie ,,Ka-
sia studiuje prawo” jest prawdziwe. Zdanie to stanowi nastepnik analizowanej tu implikacji. Skoro za$ na-
stepnik jest prawdziwy, to - zgodnie z matrycg spdjnika implikacji - cata ta implikacja tez jest prawdziwa.
Przeto we wszystkich mozliwych przypadkach, przy dowolnej wartosci logicznej zdania ,,Kasia studiuje
prawo”, cata implikacja jest prawdziwa. Znaczy to, ze przy wszelkich mozliwych wstawieniach za zmienne
wyrazenie ,,(p A Q) — p” przeksztatca si¢ W zdanie prawdziwe.

Wyrazenia rachunku zdan, ktore przy wszelkich wstawieniach za wystepujace w nich zmienne prze-
ksztatcajg si¢ w zdania prawdziwe nazywamy tezami rachunku zdan. Wyrazenia te nazywa si¢ takze sche-
matami tautologicznymi rachunku zdan albo (rachunkowozdaniowymi) prawami logiki. Zatem wyrazenie ,,(p
A Q) — p” jest tezg rachunku zdan. Natomiast ani wyrazenie ,,p”, ani wyrazenie ,,p — q” nie sg tezami ra-
chunku zdan. Ogot wyrazen rachunku zdan dzieli si¢ wigc na tezy oraz na wyrazenia, ktore nie sg tezami.
Nalezy zauwazy¢, ze tez rachunku zdan jest nieskonczenie wiele. Dla uzasadnienia tego twierdzenia wystar-
czy wskazac, ze obok wyrazenia ,,(p A () — p”, tezami rachunku zdan [23/24] sa takze wyrazenia ,,[p A (q A

Nl=p” L [(pAD AT A —p" . {pAl@AT) A(SAD]} — p”itd.
6. Metoda zero-jedynkowa

Przedstawiony wyzej sposob ustalania, czy wyrazenie ,,(p A q) — p” jest tezg rachunku zdan wskazu-
je na pewng ogblng metode przeprowadzania takich ustalen, zwang metoda zero-jedynkowa. Metoda ta po-
zwala w skonczonej ilosci krokéw ustali¢, czy dane wyrazenie rachunku zdan jest, czy tez nie jest tezg. Pole-
ga ona na skonstruowaniu tabelki, wykazujacej jaka warto$¢ logiczng ma zdanie powstate z badanego wyra-
zenia rachunku zdan przy okreslonej wartosci logicznej zdan wstawianych za wystepujace w tym wyrazeniu
zmienne. Zilustrujemy to na przyktadzie wyrazenia ,~(p AQ)=(~pv~q)”.

Skonstruowanie tabelki sktada si¢ z trzech etapow. Pierwszy etap polega na ustaleniu jej poszczegol-
nych kolumn. Najprostszymi wyrazeniami rachunku zdan wystepujacymi w wyrazeniu ,,~ (p AQ) = (~p v ~
q)” sa zmienne ,,p” 1,,q”. Nieco bardziej skomplikowanymi wyrazeniami sa ,,~p” 1,~q”, a dalej ,,p Aq”, ,,~
(pAQ)”i,~pV~q”. Wreszcie, najbardziej skomplikowanym wyrazeniem jest samo ,,~ (p A Q) =(~p v ~
q)”. Mamy tedy 8 wyrazen rachunku zdan zwigzanych z badanym wyrazeniem. Dla kazdego z nich nalezy
przeznaczy¢ jedna kolumne w tabelce. Zatem tabelka bedzie si¢ sktada¢ z nastepujacych kolumn:

9



PlA[~P|~q| pAq |~(PAQ) | ~pv~q | ~(PArQ= (~pVv~Q)

Jak widac¢, tabelka ta ma 8 kolumn.

Drugi etap polega na ustalaniu rzedow tabelki oraz wypeianiu kolumn zwigzanych z poszczegoél-
nymi zmiennymi. Za kazdg z nich wolno wstawi¢ dowolne zdanie. Bedg to wiec zdania o najrozmaitszej tre-
$ci, lecz kazde z nich bedzie albo prawdziwe albo falszywe. Zatem mozliwe sg tylko cztery przypadki: 1) za
obie zmienne wstawia si¢ zdanie prawdziwe, 2) za ,,p”’ wstawia si¢ zdanie prawdziwe, a za ,,q” fatszywe, 3)
za ,,p” wstawia si¢ zdanie falszywe, a za ,,q” prawdziwe, 4) za obie zmienne wstawia si¢ [24/25] zdanie fal-
szywe. Po wykonaniu zadan tego etapu tabelka przedstawia si¢ nastepujaco:

~P|~9| pArgq [~(PAQ | ~PVv~-Q | ~(PAQ=(~pVv~Q)

OO PFr LT
(el Nel Jie]

Jak wida¢, o ilosci rzgdow decyduje ilos¢ zmiennych wystepujacych w badanym wyrazeniu. Gdy jest
w nim n zmiennych, to tabelka ma 2" rzedow. Jesli wiec w wyrazeniu wystepuje tylko jedna zmienna, to ta-
belka ma 2 rzedy. Przy dwoch zmiennych tabelka ma 4 rzedy, przy trzech zmiennych ma 8 rzedéw, przy
czterech zmiennych ma 16 rzedow itd.

Trzeci etap polega na wypetieniu pozostatych kolumn w tabelce w oparciu o matryce poszczeg6l-
nych spdjnikow. Tak wigc, w oparciu o matryce spojnika negacji, w kolumnie dla ,,~ p” nalezy wpisa¢ 0 tam,
gdzie w kolumnie dla ,,p” wystepuje 1, oraz 1 wpisa¢ tam, gdzie w kolumnie dla ,,p”” wystepuje 0. Podobnie
rzecz si¢ ma z kolumna dla ,,~ q”, ktérg nalezy wypei¢ w oparciu o matryce spdjnika negacji i kolumne dla
»q". Z kolei kolumne dla ,,p A q” nalezy wypeli¢ w oparciu o matryc¢ spojnika koniunkcji i kolumny dla
»p~ oraz ,,q”. Kolumne dla ,,~ p v ~ q” nalezy wypelni¢ w oparciu o matryce spdjnika alternatywy oraz ko-
lumny dla ,,~ p”i,,~ q”. Wreszcie kolumng dla ,,~ (p A Q) = (~ p v ~ q)” nalezy wypetni¢ w oparciu 0 matry-
c¢ spojnika rownowaznosci oraz kolumny dla ,,~ (p A @)” 1 ,,(~ p v ~ q)”. Po wykonaniu tych czynnosci ta-
belka przedstawia si¢ nastepujaco:

PlA|~P|~d]| parg |~(PArQ) | ~pv~q | ~(PArQ)=(-pVv~Q)
11l oo 1 0 0 1
1(0l0 |1 0 1 1 1
o|l1] 110 0 1 1 1
olo| 1|1 0 1 1 1

Jak wida¢, w ostatniej kolumnie wystepuja same jedynki. Zatem przy wszelkich wstawieniach za
zmienne zdaniowe badane tu [25/26] wyrazenie przeksztatca si¢ w zdanie prawdziwe. Wyrazenie to jest wigc
teza rachunku zdan.

Zbadajmy jeszcze, czy jest tezg rachunku zdan wyrazenie ,,[(~r=q) v (p — ~q)] — (r Ap)”. Nalezy
tu wyrdznic¢ nastepujace wyrazenia: ,,r” ,,q”, ,.p, »~ 1", (~1T=() v (p — ~q)”, ..t Ap” oraz cale badane wy-
razenie ,,[(~r=q) v (p — ~ q)] — (r Ap)”. Zatem tabelka bedzie si¢ sktadata z 10 kolumn. Poniewaz w ba-
danym wyrazeniu wystepuja 3 zmienne, dlatego w tabelce bedzie 8 rzgdow. Aby uwzgledni¢ wszystkie moz-
liwe kombinacje zdan prawdziwych 1 falszywych wstawianych za poszczegdlne zmienne, nalezy zastosowac
szczegblng taktyke realizowania zadan drugiego etapu. Po ustaleniu ilo$ci rzedow nalezy kolumne przezna-
czong dla pierwszej zmiennej podzieli¢ na potowy 1 pierwsza z nich wypehi¢ jedynkami, a druga zerami.
Nastegpnie kolumne przeznaczong dla drugiej zmiennej nalezy podzieli¢ na potowy, a kazda z tak wyodrgb-
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nionych czgsci zndw podzieli¢ na potowy. Pierwsza z tych czesci nalezy wypehi¢ jedynkami, drugg zerami,
trzecig jedynkami, a czwartg znéw zerami. Przechodzac do kolumny przeznaczonej dla nastgpnej zmiennej,
réwniez nalezy podzieli¢ ja na potowy, dzielgc je dalej na polowy, a te jeszcze raz na potowy. Tak wyodreb-
nione cze¢sci nalezy wypetni¢ na przemian zestawami jedynek i zer. Taktyka ta winna by¢ stosowana az do
wypetnienia kolumny przeznaczonej dla ostatniej zmiennej. Zadania tego etapu bgdg poprawnie wykonane,
jesli w tej wiasnie kolumnie wystapig na przemian jedynki i zera. Zadanie trzeciego etapu nalezy wykona¢ w
oparciu o stosowne matryce i odpowiednie, poprzednio wypelione kolumny. Cata tabelka dla badanego tu
wyrazenia przedstawia si¢ nastepujaco:

rgip|~ri~q|~r=q|p—=>~-q(r=q)ve—=~q | rap | [r=qvep—=~ql—(FAp
111/ 0] o0 0 0 0 1 1
111/0/ 01 O 0 1 1 0 0
110|210 | 1 1 1 1 1 1
1100/ 0 | 1 1 1 1 0 0
ol1(1] 1|0 1 0 1 0 0
ojl1/0|l 1|0 1 1 1 0 0
olof1] 1|1 0 1 1 0 0
ojlojlo| 1|1 0 1 1 0 0
[26/27]

Jak wida¢, w ostatniej kolumnie wystepuja zarowno jedynki, jak i zera. Przy pewnych wstawieniach za
zmienne cale wyrazenie przeksztatca si¢ wigc w zdanie fatszywe. Przeto nie jest ono tezg rachunku zdan.

7. Wybrane tezy rachunku zdan

Jak juz wskazano, tez rachunku zdan jest nieskonczenie wiele. Z punktu widzenia logiki nie ma tez
lepszych 1 gorszych, podobnie jak nie ma lepszych 1 gorszych rOwnan matematycznych. Jednakze pewne tezy
rachunku zdan jawig si¢ jako szczegdlnie donioste. Przedstawimy tu najwazniejsze z nich.

Dp=p

Teza ta nazywa si¢ zasadg tozsamos$ci. Swobodnie mowiac, glosi ona, ze kazde zdanie jest rowno-
wazne z samym soba. Przyktadem zdania powstatego z tej tezy jest wyrazenie nastgpujace: Marcin idzie na
wyktad wtedy 1 tylko wtedy, gdy Marcin idzie na wyktad.

(@Qp=~~p

Teza ta nazywa si¢ zasada podwodjnego przeczenia. Swobodnie méwigc, glosi ona, ze kazde zdanie
jest rownowazne zdaniu powstatemu przez podwdjne jego zanegowanie. Przyktad: Kasia studiuje prawo
wtedy 1 tylko wtedy, gdy nie jest tak, ze Kasia nie studiuje prawa.

3)~(PA~p)

Teza ta nazywa si¢ zasadq sprzecznosci. Swobodnie méwigc, wskazuje ona, ze dwa zdania wzajem
sprzeczne nie sg oba prawdziwe. Tedy z dwdch zdan wzajem sprzecznych co najwyzej jedno jest prawdziwe.
Zatem przynajmniej jedno z tych zdan jest falszywe. Przyklad: Nie jest tak, ze (Poznan lezy nad Wartg 1 Po-
znan nie lezy nad Warta).

@pv-~p

Teza ta nazywa si¢ zasada wylaczonego Srodka. Okreslenie wywodzi si¢ stad, ze w przypadku
dwoch zdan wzajem sprzecznych wylaczona jest jakas trzecia, srodkowa ewentualno$¢. Zasada ta - swobod-
nie mowigc - wskazuje, ze dwa zdania wzajem [27/28] sprzeczne nie sg oba falszywe. Przeto z dwoch zdan
wzajem sprzecznych co najwyzej jedno jest falszywe. Zatem przynajmniej jedno z tych zdan jest prawdziwe.
Zasada wytaczonego Srodka wespot z zasadg sprzecznosci prowadza do wniosku, i1z z dwéch zdan wzajem
sprzecznych jedno jest prawdziwe, a jedno jest falszywe. Przyktad zdania powstatego z analizowanej tezy:
Stas zdat egzamin z prawa rzymskiego lub Sta$ nie zda egzaminu z prawa rzymskiego.

G)p—~p)—~p
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Teza ta nazywa si¢ prawem redukcji do absurdu. Wskazuje ona, ze jesli dane zdanie implikuje
SW0j3 negacje, to ta negacja owego zdania jest prawdziwa. Przyktad: Jesli (jezeli L.6dz jest stolica Polski, to
L06dzZ nie jest stolicg Polski), to £.0dz nie jest stolicg Polski.

6) (pra)—p

Teza ta nazywa si¢ prawem symplifikacji. Glosi ona, ze koniunkcja dwoch zdan implikuje pierwsze
z tych zdan. Przyktad: Jesli Poznan lezy nad Warta i Srem lezy nad Warta, to Poznan lezy nad Warta.

(N (PArag)=(anap)

Teza ta nazywa si¢ prawem przemiennos$ci koniunkcji. Glosi ona, ze koniunkcja pierwszego zdania
1 drugiego zdania jest rownowazna koniunkcji drugiego zdania i pierwszego zdania. Kolejno$¢ czynnikow w
koniunkcji okazuje si¢ wiec nieistotna. Przyktad: Jaskoliki sg ptakami 1 niedzwiedzie sg ssakami wtedy i tylko
wtedy, gdy niedzwiedzie sg ssakami i jaskotki sg ptakami.

@ p—(pva)

Teza ta nazywa si¢ prawem addycji. Glosi ona, ze kazde zdanie implikuje alternatywe, ktorej jest
sktadnikiem. Przyktad: Jezeli Marcin idzie na wyktad, to Marcin idzie na wyklad lub Michat idzie na wyktad.

@ @Pva)=(@vp)

Teza ta nazywa si¢ prawem przemiennosci alternatywy. Glosi ona, ze alternatywa pierwszego zda-
nia oraz drugiego zdania jest rownowazna alternatywie drugiego zdania oraz pierwszego zdania. Kolejnos¢
skladnikéw w alternatywie okazuje si¢ wigc nieistotna. Przyktad: Wyktad z podstawowych poje¢ 1 metod
prawoznawstwa odbywa si¢ we wtorki lub wyktad z podstawowych poje¢ 1 metod prawoznawstwa odbywa
si¢ w czwartki wtedy i tylko wtedy, gdy wyktad z podstawowych pojec¢ i metod [28/29] prawoznawstwa od-
bywa si¢ w czwartki lub wyktad z podstawowych poje¢ i metod prawoznawstwa odbywa si¢ we wtorki.

(10)~(prg)=(~pv~a)

Teza ta nazywa si¢ pierwszym prawem de Morgana. Okreslenie pochodzi od nazwiska XIX-
wiecznego matematyka angielskiego, prawo to glosi, Ze negacja koniunkcji zdan jest rtOwnowazna alternaty-
wie negacji tych zdan. Przyktad: Nie jest tak, ze Maria zdala egzamin z prawa rzymskiego i Maria zdata eg-
zamin z podstawowych poje¢ 1 metod prawoznawstwa wtedy 1 tylko wtedy, gdy Maria nie zdata egzaminu z
prawa rzymskiego lub Maria nie zdata egzaminu z podstawowych poje¢¢ 1 metod prawoznawstwa.

A)~pPva=(-pr~0q)

Teza ta nazywa si¢ drugim prawem de Morgana. Gtosi ona, Ze negacja alternatywy zdan jest roOw-
nowazna koniunkcji negacji tych zdan. Przyktad: Nie jest tak, ze Warta wpada do Wisty lub Prosna wpada do
Wisty wtedy i tylko wtedy, gdy Warta nie wpada do Wisty i Prosna nie wpada do Wisty.

(12)[(p—a)Ap]—q

Teza ta nazywa si¢ modus ponendo ponens. To tacinskie okreslenie mozna przettumaczy¢ jako: spo-
sob przez potwierdzenie potwierdzajacy. Owa teza gtosi, ze gdy jedno zdanie implikuje drugie 1 jest tak, jak
stwierdza pierwsze zdanie, to jest tez tak, jak stwierdza drugie zdanie. Przyklad: Jesli (jezeli pada deszcz, to
jest mokro i pada deszcz), to jest mokro.

1) [(p—ar~al—~p

Teza ta nazywa si¢ modus tollendo tollens, czyli sposdb przez zaprzeczenie zaprzeczajacy. Glosi
ona, ze gdy jedno zdanie implikuje drugie, 1 nie jest tak jak stwierdza drugie zdanie, to nie jest tak, jak
stwierdza pierwsze zdanie.

(14)~p—(—0)

Teza ta nazywa si¢ prawem Dunsa Szkota. Okreslenie pochodzi od imienia $redniowiecznego filo-
zofa szkockiego. Teza ta wskazuje, ze gdy dane zdanie jest falszywe, to implikuje ono dowolne zdanie.
Przyktad: Jesli Wenecja nie jest stolica Wtoch, to (jezeli Wenecja jest stolica Wtoch, to Ania jest matka Ka-
si).

(15) (p— ) = (~q — ~p) )

Teza ta nazywa si¢ prawem transpozycji. Glosi ona, ze gdy jedno zdanie implikuje drugie, to nega-
cja drugiego zdania implikuje negacje pierwszego zdania. Przyktad: Jesli (jezeli [29/30] swieci stonce, to jest
dzien), to (jezeli nie ma dnia, to nie §wieci stonce).

(16) (p=a)=(q=p)
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Teza ta nazywa si¢ prawem przemiennosci rownowaznosci. Gtosi ona, ze rOwnowazno$¢ pierwsze-
go zdania z drugim zdaniem jest rownowazna rownowaznos$ci drugiego zdania z pierwszym zdaniem. Miej-
sce cztonow w rOwnowaznosci nie jest wiec istotne. Przyktad: (Bogdan jest studentem wtedy 1 tylko wtedy,
gdy Bogdan ma indeks) wtedy i tylko wtedy, gdy (Bogdan ma indeks wtedy i tylko wtedy, gdy Bogdan jest
studentem).

AN PAr@ANI=[PAa) AT]

Teza ta nazywa si¢ prawem laczno$ci koniunkcji. Wskazuje ona na rownowaznos$¢ ztozonych ko-
niunkcji, r6znigcych si¢ tylko usytuowaniem czynnikow. Przykitad: W Poznaniu jest uniwersytet oraz (we
Wroctawiu jest uniwersytet i w Toruniu jest uniwersytet) wtedy i tylko wtedy, gdy (w Poznaniu jest uniwer-
sytet i we Wroctawiu jest uniwersytet) oraz w Toruniu jest uniwersytet.

(18)[pv@vnNl=[pva)vr]

Teza ta nazywa si¢ prawem lacznosci alternatywy. Wskazuje ona na rownowazno$¢ ztozonych al-
ternatyw, roznigcych si¢ tylko usytuowaniem sktadnikoéw. Przyktad: Paryz bedzie stolica Europy lub (Lon-
dyn bedzie stolicag Europy lub Rzym bedzie stolica; Europy) wtedy i tylko wtedy, gdy (Paryz bedzie stolica
Europy lub Londyn bedzie stolicg Europy) lub Rzym bedzie stolicg Europy.

A9 pA@vnI=lPAa)v(pan]

Teza ta nazywa si¢ prawem rozdzielnosci koniunkcji wzgledem alternatywy. Wskazuje ona na
réwnowazno$¢ swoiscie ztozonej koniunkcji ze swoiscie ztozong alternatywa. Przyktad: Piotr zdal egzaminy
1 (Piotr wyjechat w gory lub Piotr wyjechat nad morze) wtedy i tylko wtedy, gdy (Piotr zdal egzaminy i Piotr
wyjechat w gory) lub (Piotr zdat egzaminy i Piotr wyjechat nad morze).

20 [pv@an]=[Pva)Apvi]

Teza ta nazywa si¢ prawem rozdzielnosci alternatywy wzgledem koniunkcji. Wskazuje ona na
réwnowazno$¢ swoiscie ztozonej alternatywy ze swoiscie ztozong koniunkcja. Przyktad: Czerwiec bedzie
upalny lub (lipiec bedzie upalny i sierpien bedzie upalny) wtedy i tylko wtedy, gdy (czerwiec bedzie upalny
lub [30/31] lipiec bedzie upalny) i (czerwiec bedzie upalny lub sierpien bedzie upalny).

@) [p—@—nl=[g—(p—n]

Teza ta nazywa si¢ prawem komutacji. Wskazuje ona na rownowaznos$¢ swoiscie przeksztatconych
implikacji. Przyktad: Jesli pada deszcz, to (jezeli grzmi, to jest burza) wtedy i tylko wtedy, gdy jesli grzmi, to
(jezeli pada deszcz, to jest burza).

22)[(pra)—r1]—[p—(q—1)]

Teza ta nazywa si¢ prawem eksportacji. Wskazuje ona, ze implikacja o ztozonym poprzedniku im-
plikuje implikacje¢ o swoiscie ztozonym nastepniku. Przyktad: Jesli (jezeli Andrzej otrzymat zaliczenia i An-
drzej zdal egzaminy, to Andrzej zaliczyl semestr), to (jezeli Andrzej otrzymat zaliczenia, to jezeli Andrze;j
zdat egzaminy, to Andrzej zaliczyl semestr).

@)p—@—nN—@rd—r |

Teza ta nazywa si¢ prawem importacji. Wskazuje ona, ze implikacja o ztozonym nastgpniku impli-
kuje implikacj¢ o swoiscie ztozonym poprzedniku. Przyktad: Jesli (jezeli wrzesien jest przeokropny, to jezeli
wrzesien jest ciepty, to we wrzesniu ro$nie wiele grzybow), to (jezeli wrzesien jest przeokropny, 1 wrzesien
jest ciepty, to we wrzesniu ro$nie wiele grzybow).

) [P—-9Ar@—=>D]—>(pP—T)

Teza ta nazywa si¢ prawem sylogizmu hipotetycznego.

Glosi ona, ze gdy pierwsze zdanie implikuje drugie, a drugie zdanie implikuje trzecie, to pierwsze
zdanie implikuje trzecie. Przyktad: Jesli (jezeli drozeje benzyna, to zwigkszajg si¢ koszty transportu, i jezeli
zwiekszajg si¢ koszty transportu, to drozejg towary), to (jezeli drozeje benzyna, to drozeja towary).

(25)[(p—>NA(@—=NA(Pvg]—r

Teza ta nazywa si¢ prawem dylematu konstrukcyjnego. Gtosi ona, ze gdy jedno zdanie implikuje
dane zdanie i drugie zdanie implikuje dane zdanie i jest tak, jak stwierdza pierwsze zdanie lub jest tak, jak
stwierdza drugie zdanie, to jest tek, jak stwierdza zdanie implikowane przez kazde z owych dwoch zdan.
Przyktad: Jesli (jezeli pada deszcz, to jest mokro 1 jezeli pada grad, to jest mokro i pada deszcz lub pada
grad), to jest mokro. [31/32]
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8. Formalizacja rachunku zdan

Metoda zero-jedynkowa pozwala z ogdtu wyrazen rachunku zdan wyroznic jego tezy. Zabiegu tego
mozna dokona¢ w inny jeszcze sposob, przeprowadzajgc formalizacje rachunku zdan. Operacja ta polega
na wyborze pewnych tez rachunku zdan jako aksjomatow i podaniu regut wyprowadzania z jednych tez in-
nych tez. Pierwszy etap nazywa si¢ aksjomatyzacja rachunku zdan. Przeprowadza si¢ go, dobierajgc okre-
slony zestaw tez jako zestaw aksjomatéw. Tu oprzemy si¢ na zestawie aksjomatow, ktory tworza nastgpujace
wyrazenia rachunku zdan:

A (p—a)—[q—1—pP—n)]
(A2)(~p—p)—p
A3)p—(~p—0)

Pierwszy aksjomat stanowi pewna modyfikacje prawa sylogizmu hipotetycznego. Drugi nazywa si¢
prawem Claviusa, za$ trzeci jest modyfikacja prawa Dunsa Szkota. Oczywiscie, kazdy z nich jest teza ra-
chunku zdan, o czym tatwo si¢ przekonac za pomoca metody zero-jedynkowej.

Drugi etap formalizacji polega na sprecyzowaniu regut wyprowadzania z jednych tez innych tez ra-
chunku zdan. Przy tym aksjomaty i reguty musza by¢ tak dobrane, aby spetnialy dwa warunki. Po pierwsze, z
aksjomatow za pomocg regut winny by¢ wyprowadzalne wszystkie tezy rachunku zdan. Po drugie, z aksjo-
matoéw za pomocg regut winny by¢ wyprowadzalne tylko tezy rachunku zdan. Innymi stowy, reguty winny
umozliwia¢ wyprowadzenie z aksjomatoéw wszystkich 1 tylko tez rachunku zdan.

Jedna z regutl jest regula podstawienia, ktéra brzmi nastgpujaco: jezeli wyrazenie postaci A jest teza
rachunku zdan, to tezg rachunku zdan jest tez wyrazenie postaci B powstate z A przez konsekwentne pod-
stawienie za wystepujacg w nim zmienng zdaniowg dowolnego wyrazenia rachunku zdan. Dodajmy, ze pod-
stawienie jest konsekwentne, gdy to samo wyrazenie podstawia si¢ we wszystkich miejscach wyrazenia A, w
ktoérych wystepuje dana zmienna. Zilustrujemy zastosowanie tej reguly kilkoma przyktadami. Podstawiajac
w aksjomacie 3 za zmienng ,,q” zmienng ,,p”, otrzymujemy wyrazenie

Wp—->CGp—p)
bedace teza rachunku zdan. Podstawiajac w aksjomacie 1 za zmienng ,,q” wyrazenie ,,~ p — q”, otrzymuje-
my wyrazenie [32/33]

Qp—->Cp=]->{l-p—a—rl—>(pP—n}
bedace tezg rachunku zdan. Wida¢ tu, ze wymog konsekwentnosci podstawiania jest niezbgdny. Gdyby bo-
wiem w aksjomacie 1 podstawi¢ owo wyrazenie tylko w pierwszym miejscu wystapienia danej zmiennej, to
otrzymaliby$my wyrazenie ,,[p — (~p — )] — [(Q — r) — (p — r)]” nie begdace tezg rachunku zdan, o
czym tatwo si¢ przekona¢ za pomocg metody zero-jedynkowe;j.

Podstawiajac w aksjomacie 3 za zmienng ,,p” wyrazenie ,,(~ p — p) — p”, otrzymujemy wyrazenie

@ =p—p—pl=>{~[(~p—p) —p]l—0a}
bedace tezg rachunku zdan. Z kolei podstawiajac w aksjomacie 1 za zmienng ,,p” wyrazenie ,,~ p — p’,
otrzepujemy wyrazenie

@) [p—p)—a—-{@—->nN—[p—p—rl}
bedace tezg rachunku zdan. Oczywiscie regute podstawiania wolno stosowac nie tylko do aksjomatow, ale do
wszelkich tez rachunku zdan. Podstawiajac wigc w tezie 4 za zmienng ,,q” zmienng ,,p”, otrzymujemy wyra-
zenie

G)[p—p)—pl=>{p—nN—[p—p) -1}
takze bedace tezg rachunku zdan.

Podstawmy jeszcze w aksjomacie 3 za zmienng ,,p” wyrazenie ,,~ (p — ~r)”, otrzymujac wyrazenie

©)~pP—>~N—->[F~(p—>~1—qd
bedace teza rachunku zdan. We wszystkich powyzszych przykladach za zmienne podstawialiSmy zmienne
albo tez inne, wzglednie proste wyrazenia. Reguta podstawiania pozwala jednak na podstawianie za zmienne
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takze bardzo skomplikowanych wyrazen. Gdy w tezie 6 za zmienng ,,q” podstawimy wyrazenie ,,{[(q A S) —
s] — ~[s — (g A s)]”, to otrzymamy juz do$¢ skomplikowane wyrazenie

N~p->nN—=>F~PE—->~N->~{l[(@rs) =>s]—>~[s—>(@r9)]}
bedace tezg rachunku zdan.

Drugg regulg jest regula odrywania, ktora brzmi nastepujaco: jezeli wyrazenie postaci A — B jest
tezg rachunku zdan i wyrazenie Postaci A jest teza rachunku zdan, to takze wyrazenie postaci S jest tezg ra-
chunku zdan. Zauwazmy wigc, ze teza 2 jest wyrazeniem postaci A — B. Z kolei aksjomat 3 jest identyczny
z poprzednikiem tej tezy, a wigc jest wyrazeniem postaci A. Odrywajac tedy od tezy 2 aksjomat 3 otrzymu-
jemy wyrazenie

@) [(~p—a)—1]— (p—1)[33/34]
bedace tezg rachunku zdan. Rowniez teza 3 jest wyrazeniem postaci A — B, za$ aksjomat 2 jest identyczny z
poprzednikiem te tezy, a wigc jest wyrazeniem o postaci A. Odrywajac przeto od tezy 3 aksjomat 2, otrzymu-
jemy wyrazenie

@) ~[p—p—pl—q
bedace teza rachunku zdan. Wreszcie 1 teza 5 jest wyrazeniem postaci A — B. Aksjomat 2 jest za$ identycz-
ny z poprzednikiem tej tezy, a wigc jest wyrazeniem o postaci A. Odrywajac zatem od tezy 5 aksjomat 2,
otrzymujemy wyrazenie

(10 p—-nN—->(Cp—p) —r1]
bedace tezg rachunku zdan.

Wreszcie trzecig regulg jest regula zastepowania, ktéra brzmi nastepujaco: jezeli wyrazenie postaci
A jest tezg rachunku zdan to teza rachunku zdan jest takze wyrazenie postaci B powstate z A przez zastapie-
nie wystepujacego w A wyrazenia rachunki zdan innym wyrazeniem rachunku zdan odpowiadajagcym mu na
podstawie nast¢pujacych definicji:

(Dl)CAD=~(C—>~D)

(b2)CvbD=~C—-D

(D3)C=D=~[(C—D)—>~(D— Q)]

Analiz¢ reguly zastepowania warto rozpocza¢ od poréwnania je z reguly podstawiania. Wskazmy, ze zacho-
dza migedzy nimi cc najmniej trzy roznice. Po pierwsze, podstawia si¢ za dowolng zmienna wystepujaca w
tezie rachunku zdan. Natomiast zastepuje si¢ jedynie wyrazenie o okreslonym ksztalcie wystepujace w tezie
rachunku zdan, na przyklad zastgpuje si¢ wyrazenie postaci ~ (C — ~ D). Po drugie, za zmienng podstawia
si¢ dowolne wyrazenie rachunku zdan. Natomiast dane wyrazenie zast¢puje si¢ okreslonym wyrazeniem,
zrdwnanym z tamtym na podstawie definicji. Na przyktad wyrazenie postaci ~ (C — ~ D) zastgpuje si¢ wy-
razeniem postaci C A D. Po trzecie, podstawia si¢ konsekwentnie, czyli we wszystkich miejscach tezy, w
ktorych dana zmienna wystepuje. Natomiast zastgpuje si¢ tylko w jednym miejscu wystgpienia wyrazenia
zastepowanego. Gdyby wiec w ztozonej tezie wyrazenie ~ (C — ~ D) wystapito kilka krotnic, to jednorazo-
we zastosowanie reguty zastgpowania upowaznia do zastgpienia tego wyrazenia tylko w jednym z jego wy-
stapien.

Zilustrujemy zastosowanie tej reguty kilkoma przyktadami. Zauwazmy, ze poprzednik aksjomatu 2
jest wyrazeniem postaci [34/35] ~ C — D. Zastepujac je, na podstawie definicji 2, wyrazeniem C v D otrzy-
mujemy wyrazenie

(1) (pvp) —p
bedace teza rachunku zdan. Z kolei poprzednik tezy 6 jest wyrazeniem postaci ~ (C — ~ D). Zastepujac je,
na podstawie definicji 1, wyrazeniem postaci C A D, otrzymujemy wyrazenie

(12)(prg) = [~~(pP—>~1N—0]
bedace teza rachunku zdan. Jak widaé, w wyrazeniu tym roéwniez wystepuje wyrazenie postaci ~ (C — ~ D),
stanowigce fragment jego nastepnika. Zastepujac je, na podstawie definicji 1, wyrazeniem postaci C A D
otrzymujemy wyrazenie

W) parN—=[~(PAn—d
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bedace tezg rachunku zdan. Wreszcie, nastepnik tezy 7 jest wyrazeniem postaci ~ [(C — D) — ~ (D — C)].
Zastepujac je, na podstawie definicji 3, wyrazeniem postaci C = D, otrzymujemy wyrazenie

WM ~p—->~-nN—->{-~pP—>~-nN—-[Qnrs)=s]}
bedace tezg rachunku zdan. Gdy do tezy tej jeszcze dwukrotnie zastosujemy regute zastepowania, wykorzy-
stujac definicje 1, to otrzymamy wyrazenie

(15) (pAn) —={~(pAr) —[(ars)=s]}
bedace tezg rachunku zdan.

9. Dowodzenie

Aby wykazaé, ze dane wyrazenie jest teza rachunku zdan, nalezy przeprowadzi¢ dowod tego wyraze-
nia. Dowodem wyrazenia W, na gruncie aksjomatow 1, 2 i 3, w oparciu o reguly podstawiania, odrywa-
nia i zastepowania, jest ciag wyrazen rachunku zdan, taki ze kazde wyrazenie tego ciggu albo jest jednym z
aksjomatow 1-3, albo powstaje z wczesniejszego wyrazenia ciggu przez zastosowanie reguly podstawiania,
albo powstaje z wczesniejszych wyrazen ciggu przez zastosowanie reguty odrywania, albo powstaje z wcze-
$niejszego wyrazenia ciggu przez zastosowanie reguly zastepowania, a przy tym ostatnim wyrazeniem tego
ciggu jest wyrazenie W. Zabieg konstruowania dowodu danego wyrazenia nazywamy jego dowodzeniem.
[35/36]

Przedstawmy kilka przyktadow dowodzenia. Najpierw udowodnimy prawo addycji ,,p — (p v q)”.
Punktem wyjscia jest aksjomat 3

(A3)p— (~p—q).

Zastagpmy wystepujace w nim wyrazenie ,,~ p — q” wyrazeniem ,,p v q”, w oparciu o definicje 2 reguly za-
stepowania. Otrzymujemy wyrazenie

Dp—(pva)
ktoére jest wlasnie dowodzonym prawem addycji. Zatem dowodem owego prawa jest cigg wyrazen A3, 1.
Pierwszym wyrazeniem ciggu jest aksjomat 3. Drugie wyrazenie ciggu powstaje z pierwszego przez zasto-
sowanie reguty zastepowania. To drugie wyrazenie jest jednoczesnie ostatnim wyrazeniem ciagu i jest iden-
tyczne z prawem addycji. W powyzszym dowodzie wykorzystano wylacznie aksjomat 3 oraz regule zaste-
powania. Dowdd ten okazuje si¢ wiec nadzwyczaj prosty.

Nieco bardziej skomplikowany jest dowdd tezy ,,p — p” stanowigcej stabsza posta¢ zasady tozsamo-
sci. Dowod zaczyna si¢ od aksjomatu 1

AD(p—a9—[g—r—(p-—n]

Podstawmy w nim za zmienng ,,q” wyrazenie ,,~ p — p~ otrzymujac

@Qp—->Cp—pl->Alp—p)—rl—>(pP—r)

Kolejnym sktadnikiem dowodu jest aksjomat 3

(A3)p— (~p—Qq).

Podstawmy w nim w miejsce zmiennej ,,q” zmienng ,,p” otrzymujac

@ p—>(Cp—p). _
Latwo zauwazy¢, ze wyrazenie to jest identyczne z poprzednikiem 2. Odrywajac wigc 3 od 2 otrzymujemy

@ I[p—=p—>1T—(E—0)

Podstawiajac w tej tezie w miejsce zmiennej ,,r”’ zmienng ,,p” otrzymujemy
®)[(~p—p)—pl—(P—p).
Kolejnym sktadnikiem dowodu jest aksjomat 2

(A2) (~p—p)—p
Latwo zauwazy¢, ze jest ona identyczna z poprzednikiem 5. Odrywajac wigc A2 od 5, otrzymujemy dowo-
dzong teze

(6) p — p. [36/37]

Jak wida¢, powyzszy dowod jest juz dos¢ skomplikowany, bo sktada si¢ z osémiu nastepujacych wyrazen: Al,
2,A3,3,4,5, A2, 6. Jego pierwszym sktadnikiem jest aksjomat 1. Nastepny sktadnik powstaje z pierwszego
przez zastosowanie reguty podstawiania. Kolejnym wyrazeniem ciagu jest aksjomat 3. Nast¢pna teza powsta-
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je z wezesniejszego od niej aksjomatu 3 przez zastosowanie reguty podstawiania. Natomiast teza 4 powstaje
z wezesniejszych od niej tez 2 i 3 przez zastosowanie reguty odrywania. Z kolei teza 5 powstaje z wezesniej-
szej od niej tezy 4 przez zastosowanie reguty podstawiania. Kolejnym sktadnikiem dowodu jest aksjomat 2.
Wreszcie teza 6 powstaje z weczesniejszych tez 5 1 A2 przez zastosowanie reguly odrywania. Wyrazenie to
jest ostatnim sktadnikiem ciggu i jest ono identyczne z dowodzong tezg. Jak wida¢, w dowodzie tym zostaty
wykorzystane wszystkie trzy aksjomaty oraz trzykrotnie reguta podstawiania i dwukrotnie reguta odrywania.

Udowodnimy teraz zasade wylaczonego srodka, wykorzystujac w tym celu dowdd przeprowadzony
wyzej. W udowodnionej tam tezie ,,p — p” podstawmy za zmienng ,,p” wyrazenie ,,~ p”. Otrzymujemy
wowczas

(N ~p—~p.

Zastapmy calg t¢ teze wyrazeniem ,,p v ~ p”, w oparciu o definicj¢ 2 reguly zastgpowania. Otrzymujemy tezg

@pv~p
bedaca wlasnie dowodzong zasadg wylaczonego $rodka. Caty dowod sktada si¢ wige z nastgpujacych wyra-
zen: Al, 2, A3,3,4,5, A2, 6,7, 8. Tworza go aksjomaty Al, A3 i A2. Tworza go tez tezy 2, 3, 51 7 otrzy-
mane z wczesniejszych od nich sktadnikdéw ciggu za pomoca reguty podstawiania. Nadto, tworzg go tezy 4 i
6 otrzymane z wczesniejszych sktadnikdéw ciggu za pomoca reguty odrywania. Wreszcie konczy dowod teza
8 otrzymana z wcze$niejszej tezy za pomocg reguly zastepowania. Wilasnie teza 8 stanowi dowodzong zasade
wylaczonego $rodka.

Dotad dowodzilismy wyrazen, o ktorych juz wczesniej byto wiadomo, ze sg tezami rachunku zdan.
Udowodnimy teraz wyrazenie ,,[(p v ) — (I A S)] — [p — (r AS)]”, o ktérym nie wiemy jeszcze, ze jest tezg
rachunku zdan. Poczatek dowodu stanowi aksjomat 1

(A (p—a)—[(@— 1) — (p—1)]. [37/38]

Podstawiajac w nim za zmienng ,,q” wyrazenie ,,~ p — q otrzymujemy

@Op->CGp—]l=>{lGp—a)—r11—(pP—n}

Kolejnym sktadnikiem dowodu jest aksjomat 3

(A3)p—(~p—0)

Latwo zauwazy¢, ze aksjomat ten jest identyczny z poprzednikiem 9. Odrywajac A3 od 9 otrzymujemy

10 [~p—a)—r—(p—r)

Zastgpujac w nim wyrazenie ,,~ p — q~ wyrazeniem ,,p v q” w oparciu o definicj¢ 2 reguly zastgpowania,
otrzymujemy teze

A [pva—r— -0
Podstawiajac w niej za zmienng ,,r”” wyrazenie ,,~ (r — ~s)” otrzymujemy tez¢

1) [pva) >~ —~s)]—>[p—>~(—~9)

Zastepujac w jej poprzedniku wyrazenie ,,~ (r — ~ s)” wyrazeniem ,,r A s”, w oparciu o definicje 1 reguly
zastgpowania otrzymujemy

1) [pva) > A= [p—~(F—~9)]

Zastepujac w jego nastepniku wyrazenie ,,~ (r — ~ s)” wyrazeniem ,,r A s”, w oparciu o t¢ samg definicje 1
reguty zastepowania, otrzymujemy dowodzong teze

(A [pva) = As)]—[p—(rAs)l
Powyzszy dowdd sktada sie wige z nastepujacych wyrazen: Al, 9, A3, 10, 11, 12, 13, 14. Pierwsze z nich
jest aksjomatem. Drugie powstaje z pierwszego przez zastosowanie reguly podstawiania. Trzecie tez jest
aksjomatem. Z kolei teza 10 powstaje z wczesniejszych sktadnikow 9 1 A3 przez zastosowanie reguty odry-
wania. Kolejny sktadnik, jakim jest teza 11, powstaje z wcze$niejszej tezy 10 przez zastosowanie reguty za-
stepowania. Natomiast teza 12 powstaje z 11 przez zastosowanie reguly podstawiania. Wreszcie tezy 13 1 14
powstaja z wczesniejszych od nich sktadnikow przez zastosowanie reguty zastepowania. Ostatnie z tych wy-
razen stanowi wtasnie dowodzong teze.

Jak wida¢, dowody bywaja mniej i bardziej skomplikowane. Pierwszy z podanych tutaj dowodow byt
nadzwyczaj prosty. Pozostale byly juz nieco bardziej zlozone. A jednak, w gruncie rzeczy, wszystkie je nale-
zy uzna¢ za stosunkowo proste, gdy wzig¢ pod uwagg, ze bywaja dowody sktadajace si¢ z bardzo wielu wy-
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razen. Czestokro¢ mozna tez przeprowadzi¢ kilka dowodow, [38/39] iz dane wyrazenie jest tezg. Wowczas
zazwyczaj przeprowadza si¢ ten sposrod nich, ktory jest najprostszy.

Podane poprzednio okreslenie dowodu odwotywato si¢ do aksjomatow 1-3 i regut podstawiania, od-
rywania i zastgpowania, jednakze juz rachunek zdan moze by¢ oparty na rozmaitych zestawach aksjomatow.
Inne rachunki logiczne oparte s na odmiennych aksjomatach, wprowadzajg tez dodatkowe reguty dowodo-
we. Wszystko to uwzglednia uogoélnione okreslenie dowodu, wedle ktorego dowodem wyrazenia W, na
gruncie aksjomatow tworzacych zbidr A, w oparciu o reguty tworzace zbior R, jest taki cigg wyrazen, ze
kazde wyrazenie tego ciagu albo jest jednym z aksjomatdéw zbioru A, albo powstaje z wezesniejszych wyra-
zen tego ciggu przez zastosowanie ktorej$ z regut zbioru R, a przy tym ostatnim wyrazeniem tego ciggu jest
wyrazenie W. Podane poprzednio okreslenie dowodu jest uszczegdétowieniem powyzszego okreslenia.

ZADANIA

1. Wskaz, ktore z nastgpujacych wyrazen sa zdaniami w sensie logicznym:

a) Nauczyciel nakazat uczniom zapytac ich rodzicoéw, czy zechcg sfinansowa¢ wycieczke klasy nad morze,
b) Dlaczego odpisujesz wyktady od tego kolegi, o ktérym wiesz, ze notuje niestarannie,

¢) Gdy prowadzony jest wyktad z logiki niech nikt nie wchodzi na sale wyktadowa,

d) Maria jutro bedzie zdawaé egzamin z prawa rzymskiego,

e) Niech Jan nie prosi kolegi o pozyczke pieni¢zna,

f) Studenci wielokrotnie dopytywali wyktadowce o pytania egzaminacyjne z logiki.

2. Wskaz, ktore z ponizszych zdan sg prawdziwe, a ktore fatszywe:

a) W swych ,,Kronikach” Jan Dlugosz wspomina o obronie Cz¢stochowy przed Szwedami,

b) Istnieja tylko takie obiekty, o ktorych nie da si¢ zaprzeczy¢, ze nie istnieja,

¢) Jezeli ojcowie sg mtodsi od swoich synéw, to synowie sg starsi od swoich ojcow,

d) Wielu Polakow nie wie, Ze stolica Szwajcarii jest Lozanna,

e) (Niektérzy niscy studenci sg wyzsi od wyro$nietych przedszkolakow) wtedy i tylko wtedy, gdy (nie jest
tak, Ze syn zony ojca Jana III Sobieskiego nie przegral bitwy pod Wiedniem),

f) Jezeli (jedna cegta wazy | kg 1 pot cegly, a waga pottorej cegly jest mniejsza od dwukrotnosci wagi jednej
cegly), to (potowa wagi dwoch cegiet jest wicksza od wagi pottorej cegly lub jedna cegla wazy 2 kg). [39/40]

3. Ustal, z jakich wyrazen rachunku zdan powstaty nast¢pujace zdania:

a) Nie jest tak, ze {jesli (Piotr idzie na wyktad wtedy i tylko wtedy, gdy Piotr niesie notatnik) to, [nie jest tak,
ze (Piotr nie idzie na wyktad)]},

b) Antek wie, ze [Tomek mysli, ze (Antek nie zda egzaminu z logiki lub Antek nie zda egzaminu ze wstepu
do prawoznawstwa)],

¢) (Poznan lezy nad Wistg lub Jarocin lezy nad Wista) wtedy i tylko wtedy, gdy (Jarocin nie jest miastem
portowym),

d) [(Kasia nie spoznia si¢ na wyktady) 1 (Bronek nie spdznia si¢ na wyktady)], a (Zosia nie spéznia si¢ na
wyktady wtedy i tylko wtedy, gdy Kasia sp6znia si¢ na wyktady),

e) [(Francja jest wigksza od Belgii) a (Hiszpania jest mniejsza od Szwecji lub Szwecja jest rowna Hiszpa-
nii)], natomiast (Portugalia nie jest wicksza od Grecji),

f) (Kazdy uniwersytet jest szkolg wyzsza, o czym wie kazdy student), a (zadna spotka jawna nie ma osobo-
wosci prawnej, o czym wiedzg tylko niektorzy prawnicy).

4. Wskaz, ktére z podanych nizej sekwencji s3 wyrazeniami rachunku zdan:

a)@rnN=[=p—=aA(Pvvr)]

b)~~~~p—>—>—>—>0g

or=~-n=[(~q=q9)=(p=~p)l
d) Marian wie, ze [(p v ~ Q) = (~ p — Q)]
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e [p—nNv~@Ar~plv~[~s—q)=(tas)]
HPEAgar)=(PAgnar)

5. Wykaz, ze nastgpujace sekwencje sg wyrazeniami rachunku zdan:
apv-~p

b)(@=p)A(~p—~0q)

Alprag)a~dlvga(~pAa)]
d)~{[p—~a)=p]A[~(~avp)=q]}
elp—>@—-nNl—-[r—>(-aq—-~p)]l
D{ra~[p—>~a)v~(Cr=pltv~p

6. Sprawdz metoda 0-1, ktore z nastepujacych wyrazen sg tezami rachunku zdan:
8)(~p—~0aq—(@—p)

b)l[avp—-nl=[~r=(—~q]

Al=rv~p)—@=nla(pva)
dr=ara—-plvipr~a— (vl
e)[(qr~p)—r1=~[pv)A~(r=0)]
DIiPpva)=~(rA~9)]—I[(~p=0)vs]

7. Wyprowadz z tez grupy a tezy grupy b za pomoca reguty podstawiania:

8 @Qvnv~@an,(p—0aq)—[a=p)v(~p=0al
[Fpv=nlal-r=~nval~[[@=~p)Ar~(@=~p)]
rA~p)=~(~rv~p),(pvqvr)—(rvpva)

b){[~r=@Aaplviiv~{[~r=@aplAar}(@vrvp)—(pvaqvr),
~{lrvs)=~C—-s)A~[(rvs)=~(r—59)]}

[P DACVPI=~[~P>PVv~(VvQLT—1)—[C=D) Vv (~r=1)],
[~E—=>DVvE=ED]A[~r=~1) Vv (QA~9)]
[40/41]

8. Wyprowadz z tez grupy a tezy grupy b za pomocg reguly odrywania:

a)(@=q) > ~CpAap), (v~ —->{tv~)—[q—>PVvel}@=9,
(Pr~q—p,(p—op) —{rv~1)—[~(~pArp) —(~qVval},
[(pAr~—pl>Cv~0,[q=>PVvPI > {{-TA=(@Ar~D] = (p—D)},
~(~pAp) = {@=9 > [~rArq=(@a~nl}

b)~(~pAp)(rv~1,p—p),~qvq (~raq=(@a~r1,q—(pVva)

9. Wyprowadz z tez grupy a tezy grupy b za pomocg reguly zastepowania:

AJ@=~aq)—->Cp—-a,~—->~pvPE—o~nN~F—>~q—>(Cqg—r),
~[~(Po~DACaap)] (pvr)=(vp),
~{-p—~9)—>~p—->~PI>[~P->~D—>~P—~9I}

by(rra)—@vn),rAp)v(p—~1,q@=~q9—>pVva. Pra=(Aq),
~[prd)A~(g—>~pl ~{llpv)—>@vp —>~[cVvp — (v}

10. Sprébuj udowodni¢ nastepujace tezy:

a) (Qvr) — [~ (~q—r)— q] (wykorzystaj aksjomat 3, zastosuj regul¢ podstawiania, a nast¢pnie re-
gule zastepowania - definicje 2),

b) [(rAq) = (r = ~Qq)] — [r — ~ q) (Wykorzystaj aksjomat 2, zastosuj regul¢ podstawiania, a na-
stepnie regute zastepowania - definicje 1),
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¢)[p— (~p— Q) v q (wykorzystaj udowodniong juz tez¢ 1 z punktu 9, zastosuj regule podstawiania,
a nastgpnie do tego, co otrzymates i do aksjomatu 3 zastosuj regute odrywania),

d)[(p—9) = ~(g—p) Vv (p=q) (wykorzystaj udowodniong juz teze¢ 8 z punktu 9, zastosuj regule
podstawiania, a nast¢pnie regule zastepowania - definicje 3),

e) (p v ~ p) v q (wykorzystaj aksjomat 3, zastosuj regule podstawiania, nastepnie zastosuj regute od-
rywania odrywajac od tego, co otrzymate$ udowodniong juz tez¢ 8 z punktu 9, na zakoficzenie zastosuj regu-
e zastgpowania definicyjnego - definicje 2),

Dlpva—EAaqg]—[p— (P Aq)] (wykorzystaj aksjomat 1, zastosuj regule podstawiania, na-
stepnie zastosuj regute odrywania i od tego, co otrzymates poprzednio oderwij udowodniong juz teze 1 z
punktu 9, na zakonczenie zastosuj ponownie regul¢ podstawiania). [40/41]

II. WPROWADZENIE DO RACHUNKU PREDYKATOW
1. Terminy jednostkowe

Rozwazmy blizej zdanie ,,Jezeli Michat zda wszystkie egzaminy, to najstarszy brat nie skarci go, a
ojciec zafunduje mu wycieczk¢ do Wioch”. W zdaniu tym wystepuja znane nam juz wyrazenia ,,jezeli to”,
,hie” oraz ,,a”. Wstawiajac za nie ich logiczne odpowiedniki, otrzymujemy zdanie ,,Michat zda wszystkie
egzaminy — [~ (najstarszy brat skarci go) A ojciec zafunduje mu wycieczke do Wtoch]”. Jak wida¢, zdanie
to jest implikacja o nastgpniku majacym posta¢ koniunkeji, ktorej pierwszy czynnik stanowi negacja. Uzywa-
jac wyrazen z rachunku zdan, mozemy jeszcze co najwyzej zastapi¢ poszczegoélne argumenty stosownymi
zmiennymi zdaniowymi. Otrzymamy wowczas wyrazenie ,,p — (~ g A r)”. Srodki wypracowane w ramach
rachunku zdan nie pozwalaja juz doktadniej zanalizowa¢ zdan: ,,Michal zda wszystkie egzaminy”, ,,Najstar-
szy brat skarci go” oraz ,,Ojciec zafunduje mu wycieczke do Wtoch” wystepujacych w owym ztozonym zda-
niu. Wnikliwg ich analiz¢ mozna przeprowadzi¢ na gruncie innego dziatu logiki rachunku predykatow.

Zauwazmy wigc, ze W rozwazanym tu zdaniu wystepuje wyraz ,,Michal” b¢dacy imieniem wlasnym
pewnego studenta. Imionami wlasnymi sa rowniez takie wyrazenia jak: ,,Henryk Sienkiewicz”, ,,Poznan”,
»Warta”, ,,Rzeczpospolita Polska”, ,,9”, ,,Andrzej Kmicic”, ,,Apollo”, ,,Burek” itp. Kazde z nich znamionuje
to, Zze ma ono za zadanie oznacza¢ jakie$ indywiduum, w celu wyrdznienia go sposrod innych obiektow. Stad
tez kazde z nich oznacza tylko jaki$ jeden obiekt. Pewne z nich, jak np. ,,Henryk Sienkiewicz”, ,,Poznan” czy
,»Warta”, oznaczajg obiekty fizykalne. Inne, jak ,,Rzeczpospolita Polska” czy ,,9”, oznaczaja obiekty [42/43]
abstrakcyjne. Jeszcze inne, jak ,,Andrzej Kmicic” czy ,,Apollo”, oznaczajg obiekty fikcyjne. Mogloby si¢
wydawac, ze rozni si¢ od nich stowo ,,Burek”, bo wabi si¢ tak wiele psow. Zauwazmy jednak, ze w kazdym
konkretnym przypadku stowo to funkcjonuje jako miano wyrdzniajgce jednego tylko psa, a wigc rOwniez jest
ono imieniem wtasnym. W rachunku predykatow, ktory jest wysoce abstrakcyjng konstrukcja, nie uzywa si¢
jednak imion wlasnych zaczerpnietych z jezyka polskiego, czy jakiegokolwiek innego jezyka naturalnego. W
rachunku tym jako imion wlasnych uzywa si¢ wyrazen: ,,a”, ,,b”, ,.c”, ,,a1”, ,,a2”, ,,a3”, ,,b1”, ,,b2” itd. Przyj-
muje si¢, ze wyrazen tych jest nieskonczenie wiele, a posrod nich sg rowniez wymieniane wyzej imiona wia-
sne z jezyka polskiego. OczywiScie, imiona wlasne uzywane w rachunku predykatow roznig si¢ ksztattem od
np. stowa ,,Michat”, ale z logicznego punktu widzenia r6znica ta jest absolutnie nieistotna 1 dlatego moze by¢
pominigta.

Wracajac do rozwazanego tu zdania zauwazmy, ze imi¢ wlasne ,,Michal” jawnie wystepuje w nim
tylko jeden raz, a mianowicie w poczatkowym fragmencie jego poprzednika. Jednakze ukrycie wyrazenie to
wystepuje w nim jeszcze kilkakrotnie. Po pierwsze, kryje si¢ ono za stowem ,,go”, bo to wtasnie Michat byt-
by owym ewentualnie karconym przez brata podmiotem. Po drugie, kryje si¢ ono za stowem ,,mu”, bo to
wlasnie Michatowi ojciec ewentualnie zafunduje owa atrakcyjng wycieczke. Po trzecie, kryje si¢ ono po wy-
razeniu ,,najstarszy brat”, gdyz chodzi tu o najstarszego brata Michata. Wreszcie po czwarte, kryje si¢ ono
takze po stowie ,,0jciec”, gdyz chodzi tu o ojca Michata. Po ujawnieniu wszystkich tych wystgpien otrzymu-
jemy zdanie ,,Jezeli Michat zda wszystkie egzaminy, to najstarszy brat Michata nie skarci Michala, a ojciec
Michata zafunduje Michatowi wycieczke do Wtoch”.
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W zdaniu tym wystepuje takze wyrazenie ,,0jciec Michata” bedace taka charakterystyka, ktéra odnosi
si¢ tylko do jednej osoby, gdyz kazdy czlowiek, a wigc rowniez i Michat, ma tylko Jednego ojca. W zdaniu
tym wystepuje tez wyrazenie ,,Najstarszy brat Michata” bedace takg charakterystyka, ktéra odnosi si¢ do co
najwyzej jednej osoby, gdyz kazdy czlowiek, a wigc rowniez Michal, ma co najwyzej jednego najstarszego
brata. Wyrazenie bedace charakterystyka odnoszaca si¢ do co najwyzej jednego obiektu, ktére przeto ozna-
cza co najwyzej jeden obiekt, nazywamy [43/44] deskrypcja. Zatem wyrazenia ,,0jciec Michata” i ,,najstar-
szy brat Michata” sg deskrypcjami. Sg nimi rdwniez takie wyrazenia jak ,,ostatni krol Polski”, ,,autor Trylo-
gii”, ,,najwiekszy podzielnik 1007, ,,granica migdzy Rzeczpospolita Polska a Republika Federalng Niemiec”
itp. Natomiast nie jest deskrypcja wyrazenie ,,dziadek Michata”, bo Michat, jak kazdy inny czlowiek, ma az
dwoch dziadkow. Nie jest tez deskrypcja wyrazenie ,,liczba wigksza od 50, bo charakterystyka ta odnosi si¢
do bardzo wielu obiektow.

Imiona wiasne oraz deskrypcje nazywa si¢ ogdlnie terminami jednostkowymi. Zatem terminami
jednostkowymi sg takie wyra zenig jak ,,Piotr”, ,,Stefan Batory”, ,,Krakow”, ,,Prosna”, ,,Giewont”, bo sg to
imiona wlasne. Terminami jednostkowymi sg tez takie wyrazenia, jak ,,najmtodszy syn Kazimierza Jagiel-
lonczyka”, ,,najwyzszy student pierwszego roku prawa”, ,,matka Adama Mickiewicza”, ,,hymn Polski”, bo sa
to deskrypcje.

2. Funktory

Przyjrzyjmy si¢ teraz blizej wyrazeniu ,,0jciec Michata”. Jak juz wskazano, wyrazenie to jest termi-
nem jednostkowym. Wystepuje w nim stowo ,,Michal”, ktore rowniez jest terminem jednostkowym. Nadto
wystepuje w nim stowo ,,0jciec”, ktore ma te wlasciwos¢, ze po dotaczeniu do niego terminu jednostkowego
daje termin jednostkowy. Wyrazenia tego typu nazywamy funktorami jednoargumentowymi. Inaczej mowiac
funktorem jednoargumentowym nazywamy takie wyrazenie, ktore z jednym terminem jednostkowym daje
termin jednostkowy. Funktoram jednoargumentowymi sg takie wyrazenia, jak wspomniane juz stowo ,,0j-
ciec”, a takze ,,matka”, ,,ostatni krol”, ,,autor”, ,,najwickszy podzielnik”, ,najmtodszy syn” itp. Termin jed-
nostkowy”, z ktorego dany funktor tworzy nawy termin jednostkowy, nazywamy argumentem owego funkto-
ra. W wyrazeniu ,,matka Adama Mickiewicza” argumentem funktora ,,matka” jest termin jednostkowy ,,Ad-
am Mickiewicz”. W wyrazeniu ,,0statni kro Polski” argumentem funktora ,,ostatni krol” jest termin jednost-
kowy ,,Polska”. [44/45]

Poniewaz argumentami funktorow moga by¢ nie tylko imiona wtlasne, ale rowniez deskrypcje, dlate-
go takze wyrazenie ,,ostatni krol Polski” nadaje si¢ do pelnienia roli takiego argumentu. Dotaczajac go do
funktora ,,0jciec”, otrzymujemy termin jednostkowy ,,0jciec ostatniego krola Polski”. Dotgczajac z kolei to
wyrazenie do funktora ,,0jciec”, otrzymujemy wyrazenie ,,0jciec ojca ostatniego krola Polski” bedace row-
niez terminem jednostkowym. Dotaczajac je do funktora ,,matka”, otrzymujemy bardzo juz ztozony termin
jednostkowy ,,matka ojca ojca ostatniego krola Polski” oznaczajacy jedng z prababek Stanistawa Augusta
Poniatowskiego.

Z Kkolei funktorem dwuargumentowym nazywamy takie wyrazenie, ktore z dwoma terminami jed-
nostkowymi daje termin jednostkowy. Funktorami dwuargumentowymi sg takie wyrazenia, jak ,,granica
miedzy...a”, ,,ostatni spor migdzy...a”, ,, + 7, ,log” itp. WyrazZenie ,,granica mi¢dzy...a” z terminami jednost-
kowymi ,,Rzeczpospolita Polska” i ,,Republika Federalna Niemiec” daje termin jednostkowy ,,granica mig-
dzy Rzeczpospolita Polska a Republikg Federalng Niemiec”. Podobnie, wyrazenie ,, + ” z terminami jednost-
kowymi ,,2” 1 ,,3” daje termin jednostkowy ,,2 + 3”. Terminy jednostkowe dotagczone do tych funktorow sg
ich argumentami. Mozna tez tworzy¢ funktory troj-, Cztero- i wigcej argumentowe. Ogolnie mowiac, funkto-
rem n-argumentowym nazywamy takie wyrazenie, ktore z n-tkg terminéw jednostkowych daje termin jed-
nostkowy.

W rachunku predykatow funktorami jednoargumentowymi sa wyrazenia ,f' , ,,g"”, ,,h’”

2 9 2 9 2 9

fl 2 fl ’,’
7, ,,gll”, ,,glz”, itd. Indeks ,,1” u goéry wskazuje, ze dany funktor jest funktorem jednoargumentowym. Z

kolei funktorami dwuargumentowymi sg wyrazenia: ,,fz”, ,,gz”, ,,hz”, ”le,,’ ,,fez”, ,,fzg”, ,,gzl”, ,,gzz” itd. In-
deks ,,2” u géry wskazuje, ze dany funktor jest dwuargumentowy. Ogolnie, w rachunku predykatow funkto-
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rami n-argumentowymi sa wyrazenia: ,,f, g™, ,h"™, 17, %", f'3”, ,.g™”, ,.g"2” itd. Indeks ,,n” u gory

wskazuje, ze dany funktor jest n-argumentowy. Gdy nie ma watpliwosci co do ilo$ci argumentow danego
funktora, pomija si¢ indeks gorny. Piszemy wiec ,,f(a)”, bo widaé, ze funktor ,,f” jest tu jednoargumentowy.
Podobnie, piszemy ,,g(a,b)”, bo widaé, ze funktor ,,g” jest tu dwuargumentowy. Przyjmuje sig, ze funktoréw
kazdego rodzaju [45/46] jest nieskonczenie wiele, a po$rod nich sg roéwniez przytaczane wyzej funktory z
jezyka polskiego.

3. Zmienne indywiduowe

W rachunku predykatow wystepujg zmienne zdaniowe a nadto jeszcze zmienne indywiduowe.
Zmienng indywiduowa jest takie wyrazenie, za ktore wolno wstawia¢ dowolny termin jednostkowy. Jako
zmiennych indywiduowych uzywa si¢ wyrazen: ,.x”, ,.y”, ,,z~°, ,X’ 7, ,X”, ,,xl”, ,,XZ”, ,,xs”, ,,yl”, ,,y2” itd. Ze
zmiennymi indywiduowymi zetkneliSmy si¢ juz w szkole podstawowej. W wyrazeniu ,,2 + x = 5” wystepuje
wlasnie zmienna indywiduowsg ,,x”. Wstawiajac za nig termin jednostkowy 3, otrzymujemy prawdziwe zda-
nie ,,2 + 3 =57, wstawiajac za$ termin jednostkowy ,,6” otrzymujemy falszywe zdanie ,,2 + 6 = 5”. Podobnie
w wyrazeniu ,,x lezy nad y” wystepuja zmienne indywiduowe ,.x” oraz ,,y”. Wstawiajac za nie terminy jed-
nostkowe ,,Poznan” i ,,Warta”, otrzymujemy zdanie ,,Poznan lezy nad Wartg”. Wstawiajac za§ za owe
zmienne wyrazenia ,,Gdansk” 1 ,,Baltyk”, otrzymujemy zdanie ,,Gdansk lezy nad Baltykiem”. Roéwniez w
wyrazeniu ,,x jest wigksze od z” wystepuja zmienne indywiduowe ,,x” oraz ,,z”°. Wstawiajac za te zmienne
terminy jednostkowe ,,Gniezno” i ,,Wrzesnia”, otrzymujemy zdania ,,Gniezno jest wigksze od Wrzesni”.
Wstawiajac za$ za nie wyrazenia ,,7” 1,,9”, otrzymujemy zdanie ,,7 jest wigksze od 9”. Warto dodaé, ze we-
dle niektérych opinii rowniez zaimki ,,ja”, ,,ty”, czy ,,on” s3 swoistymi zmiennymi indywiduowymi jezyka
polskiego. Ich swoisto$¢ polega na tym, ze w mniejszym lub wigkszym stopniu ograniczajg wyrazenia, ktore
wolno za nie wstawia¢. Na przyktad, za wystepujacy w wyrazeniu ,,On widzi, ze ja spaceruj¢” zaimek ,,on”
wolno wstawia¢ tylko terminy jednostkowe oznaczajace podmioty rodzaju meskiego, za$ za zaimek ,ja”
wolno wstawi¢ tylko termin jednostkowy oznaczajacy osobg, ktéra wyrazenie to wypowiada.

Jezeli w danym wyrazeniu wystepuje kilka roznych zmiennych indywiduowych, to za kazda z nich
wolno wstawia¢ dowolne terminy jednostkowe. Za dang zmienng wolno wigc wstawi¢ [46/47] termin jed-
nostkowy r6zny od tych termindéw jednostkowych, jakie wstawiono za pozostale zmienne indywiduowe wy-
stepujace w danym wyrazeniu. Na przyktad, w wyrazeniu ,,x jest wicksze od z” za zmienng ,,x” wstawiliSmy
wyzej ,,Gniezno”, a za zmienng ,,z”° wstawiliSmy wyzej ,,Wrzesnia”. Poniewaz jednak za dang zmienng in-
dywiduowa wolno wstawia¢ dowolne terminy jednostkowe, dlatego za rézne zmienne wolno takze wstawic
ten sam termin jednostkowy. Na przyktad, za zmienne ,,x” oraz ,,z” wystg¢pujace w powyzszym wyrazeniu
wolno wstawi¢ rowniez ten sam termin jednostkowy. Wstawiajac za obie te zmienne wyraz ,,Gniezno”,
otrzymujemy poprawne, aczkolwiek fatszywe zdanie ,,Gniezno jest wigksze od Gniezna”.

O ile za rézne zmienne indywiduowe wolno wstawi¢ ten sam termin jednostkowy, o tyle za jedna
zmienng wystepujagcg w danym wyrazeniu kilkakrotnie nie wolno w réznych miejscach wstawia¢ rdéznych
terminow jednostkowych. Wstawianie musi by¢ bowiem konsekwentne, co znaczy, Ze za t¢ samg zmienng
wystepujaca w danym wyrazeniu kilkakrotnie nalezy wszedzie ,,wstawi¢ ten sam termin Jednostkowy. Przeto
za zmienng ,,y”’ wystepujaca w wyrazeniu ,,y + y jest wicksze od y” nalezy wszedzie wstawic¢ ten sam termin
jednostkowy. Wstawiajgc za owg zmienng ,,5”, otrzymujemy wyrazenie ,,5 + 5 jest wieksze od 5”. Podobnie
W wyrazeniu ,,x jest identyczne z Xx” za zmienng ,,x” nalezy dwukrotnie wstawié¢ ten sam termin jednostkowy.
Poprawne jest wiec wstawienie prowadzace do wyrazenia ,,Polska jest identyczna z Polska”. Natomiast nie-
poprawne, bo nieckonsekwentne, bytoby wstawienie na pierwszym miejscu wyrazu ,,Polska”, a na drugim
miejscu wyrazu ,,Wtochy”, co prowadzitoby do wyrazenia ,,Polska jest identyczna z Wtochami”.

Wydawac¢ by si¢ mogto, ze w zdaniu ,,Jezeli Michat zda wszystkie egzaminy, to najstarszy brat Mi-
chala nie skarci Michata, a ojciec Michata zafunduje Michalowi wycieczke do Wtoch” nie wystgpuja zmien-
ne indywiduowe. Zauwazmy jednak, ze Poprzednik tej implikacji, jakim jest zdanie ,,Michal zda wszystkie
egzaminy”, glosi w gruncie rzeczy tyle, co ,,dla kazdego czegos, jesli to cos jest egzaminem, to Michal zda to
co$”. Otoz wilasnie wyraz ,,co$” petni tu rolg¢ zmiennej indywiduowe;j. Zastepujac go zmienng ,,x”°, otrzymu-
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jemy zdanie ,,dla kazdego x (Jesli x jest egzaminem, to Michat zda x)”. Po wprowadzeniu tej cate rozwazane
tu zdanie brzmi nastepujaco ,,Jezeli dla [47/48] kazdego x (jesli x jest egzaminem, to Michat zda x), to naj-
starszy brat Michata nie skarci Michata, a ojciec Michata zafunduje Michatowi wycieczke do Wtoch”.

Dla dalszych wywoddw konieczne jest wprowadzenie tu pewnego technicznego pojgcia z rachunku
predykatéw, a mianowicie pojecia termu. Otoz, 1) kazda zmienna indywiduowa jest termem 1 kazde imi¢
wlasne jest termem, 2) jezeli wyrazenia wi,...,W, s3 termami, to termem jest takze wyrazenie f'x(Wy,..., W)
(dla kazdego k). Zatem w rachunku predykatéw termami sg wszystkie zmienne indywiduowe ,,x”, ,.y”, ,,Z”,
itd. 1 wszystkie imiona wtasne ,,a”, ,,b”, ,,¢” itd. Termami sa rdwniez wyrazenia: ,,f(a)”, ,,f(b)”, ,.,f(c)”, ,,f(x)”,
SY)”) 58@)7 8(2)7 L.glf@)]”, ,.f(a,b)”, ,.f(ay)”, ,.ff(a).g(x)]", ..g(x,2)”, ,,h{flg(b)Ly}”, itd. W jezyku pol-
skim termami bylyby wszystkie zmienne indywiduowe i wszystkie imiona wlasne oraz takie wyrazenia, jak
»ojciec Michala”, ,,ojciec x-a”, ,,0jciec matki Jana III Sobieskiego”, ,,autor Roty”, ,,matka autora y-a” itd.

4. Predykaty

W rozwazanym zdaniu o egzaminach Michala wystepuja jeszcze i takie wyrazenia jak ,,jest egzami-
nem”, ,,zda”, ,,skarci” oraz ,,zafunduje wycieczk¢ do” bedace predykatami. Otéz predykatem jednoargu-
mentowym nazywamy takie wyrazenie, ktore z jednym terminem jednostkowym daje zdanie. Predykatem
jednoargumentowym jest na przyktad wyrazenie ,,$pi”. Z terminem jednostkowym ,,Stas” daje bowiem ono
zdanie ,,Sta$ $pi”. Predykatami jednoargumentowymi sg roOwniez wyrazenia ,,spaceruje”, ,,rozmysla”, ,jest
studentem”, ,,jest liczba naturalng”, ,,uczy si¢ pilnie”, ,,jest egzaminem” itp. Termin jednostkowy, z ktérym
taki predykat daje zdanie, nazywa si¢ jego argumentem. Zatem w zdaniu ,,Stas §pi” wyraz ,,Stas” jest argu-
mentem predykatu ,,$pi”. Z kolei predykatem dwuargumentowym nazywamy takie wyrazenie, ktore z
dwoma terminami jednostkowymi daje zdanie. Predykatem dwuargumentowym jest na przyktad wyrazenie
»jest bratem”. Z terminami jednostkowymi ,,Piotr” i ,,Pawel” daje ono bowiem zdanie ,,Piotr jest bratem
Pawtla”. Oba terminy jednostkowe stanowig tu argumenty rzeczonego [48/49] predykatu. Predykatami dwu-
argumentowymi sg rOwniez takie wyrazenia, jak ,,tanczy z”, ,,mieszka z”, ,,jest silniejszy od”, zda”, ,,skarci”
itp. Predykatem troéjargumentowym nazywamy zas takie wyrazenie, ktore z trzema terminami jednostkowymi
daje zdanie. Predykatem trojargumentowym jest na przyktad wyrazenie ,,lezy migdzy...a”, bo z wyrazami
»Poznan”, , Warszawa” 1 ,,Berlin” daje zdanie ,,Poznan lezy migdzy Warszawg a Berlinem”. Dotaczone do
tego predykatu terminy jednostkowe s jego argumentami. Predykatami trojargumentowymi sa rowniez takie
wyrazenia, jak ,,rozstrzyga spor migdzy...a”, ,,zafunduje wycieczke do” itp. Ogdlnie mozemy powiedziec, ze
predykatem n-argumentowym jest takie wyrazenie, ktore z n-tkg terminow jednostkowych daje zdanie.

W rachunku predykatow predykatami jednoargumentowymi sg wyrazenia: ,,Pl, ,,Rl”, ,,Sl”, ,,Pll”,
,,Plz”, ,,Plg”, ,,Rll”, ,,Rlz”, itd. Indeks ,,1” u gory wskazuge, ze dany ?redykat jest jednoargumentowy. Z kolei
predykatami dwuargumentowymi sg wyrazenia: ,,PZ, LR, ,,Sz”, P17, ,,Pzz”, ,,Pzg”, ,,Rzl”, ,,R%”, itd. Indeks
,»2” u gory wskazuje, ze dany predykat jest dwuargumentowy. Ogolnie, w rachunku predykatow predykatami
n-argumentowymi sa wyrazenia: ,,P", .-R™, ,S™  P%” _P"”, ,P%” ,R"%”, ,P"”, itd. Indeks ,n” u gory
wskazuje, ze dany predykat jest n-argumentowy. Gdy nie ma watpliwosci co do ilosci argumentow danego
predykatu, pomija si¢ indeks gorny. Piszemy wigc ,,P(a)”, bo wida¢, ze predykat ,,P” jest tu jednoargumen-
towy. Podobnie, piszemy ,,R(a,b)”, bo wida¢, ze predykat ,,R” jest tu dwuargumentowy. Przyjmuje si¢, ze
predykatow kazdego rodzaju jest nieskonczenie wiele, a posrod nich sg réwniez przytaczane wyzej predykaty
z jezyka polskiego.

5. Zdania atomowe a zdania molekularne

Wyrazenie powstate przez stosowne dolagczenie do n-argumentowego predykatu n-tki terméw nazy-
wamy formula zdaniowg atomowa. Formulami zdaniowymi atomowymi jezyka polskiego sg wiec takie
wyrazenia, jak: ,,Sta$ §pi”, ,,x rozmysla”, , Michat jest studentem”, ,,Grzes karci ojca x-a”, ,,Piotr jest bratem
[49/50] Pawta”, ,,Gniezno jest wigksze od Wrzesni”, ,,z kocha najstarsza siostr¢ Krysi”, ,,x lezy migdzy Fran-
cja a Hiszpania”, ,,Poznan lezy migdzy stolicg Polski a stolicg Niemiec”, ,,x oddziela y-a od z-a” itp. Wszyst-
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kie one powstajg bowiem przez stosowne dolaczenie do predykatow odpowiedniej ilosci terméw. Formuta-
mi] zdaniowymi atomowymi rachunku predykatéw sa takie wyrazenia, jak: ,,P(a)”, ,,P(b)”, ,,R[f(a)]”, ,,P(X)”,
”P(anb)”a ”P[a’g(}’)]”a ”R(Y5b)’,7 wS(YaX)’,’ ,,S[f(Z),g(Z)]” ltp

Wyrazenie powstate przez stosowne dotaczenie do n-argumentowego predykatu n-tki termindéw jed-
nostkowych nazywa si¢ zdaniem atomowym. Zdaniami atomowymi sg wigc te formuty zdaniowe atomowe,
w ktorych nie wystgpuja zmienne indywiduowe. Zdaniami atomowymi jezyka polskiego sa takie wyrazenia,
jak ,,Stas §pi”, ,,Michal jest studentem”, ,,Piotr jest bratem Pawta”, ,,Gniezno jest wicksze od Wrzesni”, ,,Po-
znan lezy migdzy stolicg Polski a stolicg Niemiec” itp. Nie sg natomiast zdaniami atomowymi wyrazenia ,,X
rozmysla”, ,,Grzes$ karci ojca x-a”, ,,z kocha najstarszg siostre Krysi”, ,,x lezy mi¢dzy Francja; a Hiszpanig”
czy ,,x oddziela y-a od z-a”, bo wystepuja w nich zmienne indywiduowe. Z tych samych wzgledow sg zda-
niami atomowymi wyrazenia ,,P(a)”, ,,P(b)”, ,,R[f(a)]”, ,,P(a,b)”, a nie sg nimi wyrazenia ,,P(x)”, ,,P[a,g(y)]”,
»R(¥,0)”, ,S(y,X)”, czy ,,S[f(2),g(2)]” itp.

Zdanie zbudowane ze zdan atomowych i co najmniej jednego spojnika nazywa si¢ zdaniem moleku-
larnym. Zdaniami molekularnymi jezyka polskiego sa wiec takie zdania, jak ,,Stas nie $pi”, ,,Piotr jest bratem
Pawla a Franek jest bratem Marii”, ,,Jesli Gniezno jest wicksze od Wrze$ni, to Wrzesnia nie jest wicksza od
Gniezna”, ,,Nie jest tak, ze (Marcin idzie na wyktad lub Jurek idzie na wyktad wtedy 1 tylko wtedy, gdy Mar-
cin studiuje prawo i Jurek studiuje prawo)” itp. Zdaniami molekularnymi sg tez takie zdania, jak ,,P(a) A
P(b)”, ,,~ P(a,b)”, ,,R(a) — P(a)”.

Latwo zauwazy¢, ze kazde zdanie atomowe jest zdaniem prostym. Zdania atomowe s3 bowiem zbu-
dowane wylacznie z predykatoéw i1 terminéw jednostkowych, a wigc nie zawieraja spojnikow. Dalej okaze sie,
ze niektére zdania proste nie sg jednak zdaniami atomowymi. Latwo tez zauwazy¢, ze kazde zdanie moleku-
larne jest zdaniem zlozonym. W zdaniu molekularnym wystgpuje bowiem co najmniej jeden spojnik, co wta-
$nie [50/51] kwalifikuje takie zdanie jako ztozone. Dalej okaze sig, ze niektore zdania ztozone nie sg jednak
zdaniami molekularnymi.

6. Kwantyfikatory

Wyrazenie ,,Piotr jest bratem x-a” nie jest zdaniem, bo nie jest ani prawdziwe, ani falszywe. Daje si¢
ono przeksztatci¢ w zdanie na dwa sposoby. Pierwszy polega na wstawieniu za zmienng ,,x” okreslonego
terminu jednostkowego. Wstawiajac za t¢ zmienng na przyklad termin jednostkowy ,,Pawel”, otrzymujemy
zdanie ,,Piotr jest bratem Pawla”, ktore jest prawdziwe albo falszywe, w zaleznosci od tego, jakie koligacje
zachodza miedzy Piotrem a Pawlem. Oczywiscie, tak otrzymane zdanie bedzie zdaniem atomowym, o czym
mowiliSmy juz wyzej.

Drugi sposob przeksztalcania wyrazenia ,,Piotr jest bratem x-a” w zdanie polega na poprzedzeniu te-
go wyrazenia kwantyfikatorem. Wyr6ézniamy dwa kwantyfikatory, a mianowicie kwantyfikator duzy i
kwantyfikator maly. Duzy kwantyfikator, zwany takze kwantyfikatorem ogdlnym albo generalnym, ozna-
czamy symbolem ,,/\”. Jego odpowiednikiem w jezyku polskim sg takie wyrazenia, jak ,,dla kazdego”, ,,kaz-
dy”, a do pewnego stopnia takze wyrazenie ,,wszyscy”. Z kolei maly kwantyfikator, zwany rowniez kwanty-
fikatorem szczegdlnym albo egzystencjalnym, oznaczamy symbolem ,,V”. Jego odpowiednikami w jezyku
polskim sg takie wyrazenia, jak ,,dla pewnego”, ,,pewien”, ,,istnieje”” badz ,,egzystuje”. Poprzedzajac wyraze-
nie okreslonym kwantyfikatorem nalezy wskaza¢, do ktorej zmiennej kwantyfikator ten si¢ odnosi, przez
podpisanie pod nim owej zmiennej.

Zatem poprzedzajac analizowane tu wyrazenie duzym kwantyfikatorem, otrzymujemy zdanie ,,/\«
(Piotr jest bratem x-a)”.

Oczywiscie, zdanie to jest falszywe, bo przeciez Piotr nie jest bratem wszystkich. Poprzedzajac nato-
miast to wyrazenie malym Kwantyfikatorem, otrzymujemy zdanie ,,\x (Piotr jest bratem x-a)”. Zdanie to jest
prawdziwe, gdy istnieje ktos$, kogo bratem jest Piotr. [51/52]

Wyrazenie wystepujace w nawiasach bezposrednio po duzym kwantyfikatorze stanowi zasieg duzego
kwantyfikatora. Na przyktad, w zdaniu ,,/\x(Piotr jest bratem x-a)” zasiegiem duzego kwantyfikatora jest
wyrazenie ,,Piotr jest bratem x-a”. Z kolei w zdaniu ,,/\x (jezeli x jest studentem, to x ma indeks)” zasiggiem
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duzego kwantyfikatora jest wyrazenie ,,jezeli X jest studentem, to x ma indeks”. Natomiast w wyrazeniu ,,/\x
(x jest koszykarzem) lub (x jest siatkarzem)” zasiggiem duzego kwantyfikatora jest tylko wyrazenie ,,x jest
koszykarzem”. Podobnie w zdaniu ,,/\«\[P(x)]” zasiegiem duzego kwantyfikatora jest wyrazenie ,,P(x)”. Z
kolei w zdaniu ,,/\\[R(X) — S(x)]” zasiggiem duzego kwantyfikatora jest wyrazenie ,,R(x) — S(x)”. Nato-
miast w wyrazeniu ,,/\\|R(X)] — S(x)” zasi¢giem duzego kwantyfikatora jest tylko wyrazenie ,,R(x)”.

Wyrazenie wystepujace w nawiasach bezposrednio po matym kwantyfikatorze stanowi zasieg male-
go kwantyfikatora. Na przyktad, w zdaniu ,,Vx(x lezy miedzy Francjg a Hiszpanig)” zasi¢giem matego
kwantyfikatora jest wyrazenie ,,x lezy miedzi Francja a Hiszpanig”. Z kolei w zdaniu ,,V(jezeli x zda egza-
min z logiki, to x wyjedzie w gory”) zasi¢giem matego kwantyfikatora jest wyrazenie ,,jezeli x zda egzamin z
logiki, to x wyjedzie w gory.” Natomiast zasiegiem matego kwantyfikatora w wyrazeniu ,,\/x(x umie jezdzié
na nartach) i (x umie jezdzi¢ na tyzwach) jest tylko wyrazenie ,,x umie jezdzi¢ na nartach”. Podobni w zdaniu
LV [P(x)]” zasiggiem matego kwantyfikatora jest wyrazenie ,,P(x)”. Z kolei w zdaniu ,,Vx[S(X) — R(x)]” za-
siggiem matego kwantyfikatora jest wyrazenie ,,S(x) — R(x)”. Natomiast w wyrazeniu ,,Vx[S(X)] — R(x)”
zasiggiem matego kwantyfikatora jest tylko wyrazenie ,,S(x)”.

Nalezy doda¢, ze w praktyce niekiedy opuszcza si¢ nawiasy wyznaczajace zasi¢g danego kwantyfika-
tora. Na przyktad, w zdaniu ,,/\\{~[R(x)]}” zasi¢giem duzego kwantyfikatora jest wyrazenic [52/53]
»~[R(x)]”. Jednakze samo to zdanie zapisuje si¢ zazwyczaj nastepujaco ,,/\x~[R(x)]”, opuszczajac najbardziej
zewngtrzne nawiasy wyznaczajace zasieg kwantyfikatora. Podobnie w zdaniu ,,/\«{Vy[P(X,y)]}” zasi¢giem
duzego kwantyfikatora jest wyrazenie ,,\y[P(x,y)]”. Jednakze samo to zdanie zapisuje si¢ zazwyczaj nastepu-
jaco ,,/\\W[P(x,y)]”, opuszczajac najbardziej zewngtrzne nawiasy Wyznaczajace zasi¢g duzego kwantyfikato-
ra. Z kolei w zdaniu ,,Vy|~/\ {~[S(x,y)]}|” zasiggiem malego kwantyfikatora jest wyrazenie ,,~/\x{~[S(x,y)]}”
a zasiegiem duzego kwantyfikatora jest wyrazenie ,,~ [S(x,y)]”. Jednakze samo to zdanie zapisuje si¢ zazwy-
czaj nastgpujaco ,,\Vx~/\\~[S(x,y)]”, opuszczajac zarbwno nawiasy wyznaczajace zasigg matego kwantyfikato-
ra, jak i nawiasy wyznaczajace zasieg duzego kwantyfikatora. Takie opuszczenia nie prowadza jednak do
nieporozumien.

Zmienna wystepujaca w zasiggu odnoszacego si¢ do niej kwantyfikatora wystepuje w tym zasiegu ja-
ko zmienna zwigzana. Jezeli w danym miejscu zmienna znajduje si¢ w zasiggu tylko jednego odnoszacego
si¢ do niej kwantyfikatora, to w owym miejscu wystepuje ona jako zwigzana przez ten kwantyfikator. Na
przyktad, wystepujac w zasiegu duzego kwantyfikatora w zdaniu ,,/\«(Piotr jest bratem x-a)” zmienna ,,x” jest
zwigzana wiasnie przez ten duzy kwantyfikator. Podobnie wystepujac w zasiegu matego kwantyfikatora w
zdaniu ,,V,[P(x)]” zmienna ,,x” jest zwigzana wlasnie przez ten maty kwantyfikator. Jezeli natomiast w da-
nym miejscu zmienna znajduje si¢ w zasiegu kilku odnoszacych si¢ do niej kwantyfikatorow, to w owym
miejscu Wystepuje ona jako zwigzana przez ten z nich, ktoérego zasieg jest fragmentem zasiggéw pozostatych
z tych kwantyfikatoréw. Aby to zilustrowa¢ rozwazmy zdanie ,,\Vx{egzaminuje z podstawowych pojg¢¢ i me-
tod prawoznawstwa i Vx[jezeli y zdaje egzamin komisyjny z podstawowych poje¢ i metod prawoznawstwa,
to /\«[jesli x egzaminuje z podstawowych pojg¢ i metod prawodawstwa to X uczestniczy w egzaminie komi-
syjnym y-a)]}”. [53/54] Zasiggiem kwantyfikatora ,,V jest tutaj wyrazenie ,,x egzaminuje je z podstawowych
pojec i metod prawoznawstwa i \y[jezeli y zdaje egzamin komisyjny z podstawowych poje¢ i metod prawo-
znawstwa, to /\x(jesli x egzaminuje z podstawowych poje¢ i metod prawoznawstwa to x uczestniczy w egza-
minie komisyjnym y-a)]}”. Natomiast zasi¢giem kwantyfikatora ,,/\y” jest wyrazenie ,,jesli X egzaminuje z
podstawowych poje¢ 1 metod prawoznawstwa to X uczestniczy w egzaminie komisyjnym y-a”. W rozwaza-
nym tu zdaniu zmienna ,,x”” wystepuje trzykrotnie. Pierwszy raz wystgpuje ona w wyrazeniu ,,X egzaminuje z
podstawowych poje¢ 1 metod prawoznawstwa”. W tym miejscu zmienna ta znajduje si¢ wylgcznie w zasiggu
kwantyfikatora ,,V” i dlatego jest zwigzana wlasnie przez ten kwantyfikator. Drugi i trzeci raz zmienna ta
wystepuje w wyrazeniu ,,jesli X egzaminuje z podstawowych pojec¢ i metod prawoznawstwa to X uczestniczy
w egzaminie komisyjnym y-a”. W tych miejscach zmienna ,,x” znajduje si¢ zar6wno w zasiegu kwantyfika-
tora ,,\V/” Jak i w zasiegu kwantyfikatora ,,/\”. Poniewaz jednak zasieg duzego kwantyfikatora stanowi tu
fragment zasiggu matego kwantyfikatora, dlatego w obu tych miejscach zmienng ,,x”” wigze duzy kwantyfika-
tor.
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Zbadajmy jeszcze wyrazenie ,,/\y|P(y) — Vx{Vy [R(X,y)] = S(¥,x)}|”. Zmienna ,,y”” wystepuje zard6wno
w poprzedniku, jak i w nastgpniku wyrazenia ,,P(y) — W{Vy[R(X,Y) = ]S(y,x)}” stanowigcego zasi¢g kwan-
tyfikatora ,,/\,”. W poprzedniku wystepuje ona jako zwigzana przez ten wtasnie kwantyfikator. W nastepniku
zmienna ta wystepuje tak w lewym, jak i w prawym cztonie rownowaznosci. W lewym cztonie wystepuje
jednak w wyrazeniu ,,R(x,y)” stanowigcym zasi¢g kwantyfikatora ,,\,”. Wystepuje ona tam jako zwigzana
przez ten wlasnie kwantyfikator. Natomiast w prawym czlonie wystgpuje ona jako zwigzana przez kwantyfi-
kator ,,/\,” stojacy na poczatku catego, rozwazanego wyrazenia.

Zmienna, ktora wystepuje w danym miejscu wyrazenia, nie bedac tam zmienng zwigzang, wystepuje
w owym miejscu jako [54/55] zmienna wolna. Na przyktad, w wyrazeniu ,,V(y jest bratem X-a)” zmienna
X" wystepuje jako zmienna wolna. Z kolei W wyrazeniu ,, V(y umie gra¢ na instrumentach detych) — y umie
gra¢ na trabie” zmienna ,,y” wystepuje jako zwigzana w poprzedniku a jako wolna w nastgpniku. W wyraze-
niu ,,P(a,x) A \{[R(X)]” zmienna ,,x” wyst¢puje jako wolna w pierwszym czynniku, a jako zwigzana w dru-
gim czynniku. Z kolei w wyrazeniu ,,/\,[P(y,X)] v V,[R(x,y)]” zmienna ,,x” dwukrotnie wystepuje jako
zmienna wolna.

PrzesledZzmy jeszcze raz przedstawione wyzej okreslenia na przykladzie wyrazenia ,./\(|Vx{P(X,y) =
N[P(y,z.X)]} — R(X) v Vy[S(y.z)]”

Zasiggiem kwantyfikatora ,,/\;” jest w nim wyrazenie ,\\{P(X,y) = /\J[P(y,zX)]} — R(X) v
Vy[S(y,z,)]”. Zasiggiem kwantyfikatora ,,\/x” jest w nim wyrazenie ,,P(x,y) = /\[P(y,z,x)]”. Zasi¢giem kwan-
tyfikatora ,,/\;” jest w nim wyrazenie ,,P(y,z,x)” a zasiggiem kwantyfikatora ,\,” wyrazenie ,,S(y,z,x)”.
Zmienna ,,x” wystepuje w badanym wyrazeniu wielokrotnie, ale wszedzie jako zmienna zwigzana. W wyra-
zeniach ,,R(x)” oraz ,,S(y,z,x)” zmienna ta wystgpuje jako zwigzana przez kwantyfikator ,,/\x” wystepujacy na
poczatku catego, badanego tu wyrazenia. Natomiast w wyrazeniach ,,P(x,y)” oraz ,,P(y,z,x)” wystepuje ona
jako zwiazana przez kwantyfikator ,,Vx”. Z kolei zmienna ,,z” wystepuje raz jako zmienna zwigzana, a raz
jako zmienna wolna. W wyrazeniu ,,P(y,z,x)” wystepuje ona jako zwigzana przez kwantyfikator ,,/\,;”. Nato-
miast w wyrazeniu ,,S(y,z,X)” wystepuje ona jako zmienna wolna. Réwniez zmienna ,,y” wystepuje " bada-
nym tu wyrazeniu zaro6wno jako zmienna zwigzana, jak i jako zmienna wolna. W poprzedniku tego wyraze-
nia wystepuje ona jako zmienna wolna, za§ w jego nastgpniku jako zwigzana Przez kwantyfikator ,,V/y”.
[55/56]

7. Formuly zdaniowe rachunku predykatow

Sprébujmy teraz okresli¢, co stanowi formule zdaniowa rachunku predykatow. Otoz: 1) kazda
formuta zdaniowa atomowa rachunku predykatéw jest formulg zdaniowa rachunku predykatow, 2) jezeli
wyrazenie postaci A jest formulg zdaniowa rachunku predykatoéw, to jest tez formuta zdaniowa rachunku
predykatow wyrazenie postaci ~A, 3) jezeli wyrazenia postaci A 1 B sg formulami zdaniowymi rachunku
predykatdw, to sa tez formutami zdaniowymi rachunku predykatow wyrazenia postact AAB, Av B, A—B
oraz A = B, 4) jezeli wyrazenie postaci A jest formulg zdaniowa rachunku predykatow, to formutami zda-
niowymi rachunku predykatow sg tez wyrazenia postaci /\sj (A) oraz Vxi(A) (dla dowolnego 1). Okreslenie to
wyznacza zbidr wszystkich formut zdaniowych rachunku predykatow. Innymi stowy, okreslenie to wskazuje,
jak nalezy budowac¢ wyrazenie, aby byto ono formutg zdaniowa rachunku predykatow.

Jak wida¢, powyzsze okreslenie bazuje na podanym wczesniej okresleniu formuty zdaniowej atomo-
wej. Wszystkie formuty zdaniowe atomowe sg bowiem - na podstawie punktu 1 - formutami zdaniowymi
rachunku predykatow. Formutami zdaniowymi sg wiec wyrazenia: ,,P(x)”, ,,P(a)” ,,,R[f(Y)]”, ,,R(a,y)”,
»3[g(x),y]”, ., Pf(b),x,y]” itp. Na podstawie punktu 2 formutami zdaniowymi sg tez negacje wszystkich po-
wyzszych formul, a wigc wyrazenia: ,,~ P(x)”, ,,~ P(a)”, ,,~ R[f(y)]”, ,,~ R(a,y)”, .~ S[g(x),y]”, ..~
P[f(b),x,y]” itd. Na podstawie punktu 2 formutami zdaniowymi sg tez wyrazenia: ,,~ ~ P(x)”, ,,~ ~ R(a,y)”,
»~ ~ S[g(x),y]” itd. Poniewaz formutami zdaniowymi sg wyrazenia: ,,P(x)” i ,,R[f(y)]”, to - na podstawie
punktu 3 - sg nimi tez wyrazenia: ,,P(x) A R[f(y)]”, ,,P(x) v R[f(y)]”, ,,P(x) — R[f(y)]” oraz ,,P(x) = R[f(y)]".
Poniewaz formutami zdaniowymi sg rowniez wyrazenia ,,~ [R(a,y)]”, ,,S[g(x),y]”, to - na podstawie punktu 3
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- formutami zdaniowymi sg tez wyrazenia: ,,~ [R(a,y)] A S[g(X),y]”, ,,~ [R(a,y)] v S[g(x),y]”, ,,~ [R(a,y)] —
S[g(x),y]” oraz .~ [R(a,y)] = S[g(x),y]”.

Punkt 4 podanego wyzej okreslenia pozwala poprzedzi¢ dowolng formute zdaniowa duzym albo ma-
tym kwantyfikatorem odnoszgcym si¢ do jakiejkolwiek zmiennej indywiduowej, co [56/57] w efekcie daje
nowg formul¢ zdaniowg. Poniewaz formutami zdaniowymi sg wyrazenia: ,,P(x)”, ,,R[f(y)]”, ..R(a,y)”,
»S[g(x),y]”, ,P[f(b).x,y]”, to - na podstawie punktu 4 — sa nimi tez wyrazenia ,.,/\\[P(x)]”, ,./\\{R[f(y)]}”,
SIVR(@,Y)]7, .\ {S[g(x),y1}”, ,./\y{P[f(b),x,y]}”. Trzeba zauwazy¢, ze nie stawia si¢ tu wymogu, aby dodany
na poczatku wyrazenia kwantyfikator odnosit si¢ do zmiennej wystepujgcej juz w samym tym wyrazeniu.
Poniewaz formutami zdaniowymi sg wyrazenia: ,,P(a)”, ,,R[f(y)]” oraz ,,S[g(x),y]”, to - na podstawie punktu
4 - sa nimi tez wyrazenia: ,,/\\[P(a)]”, ../ \[R[f(¥)]”, ,.,\:{S[g(X),y]}”.OczywiScie, mozna powiedzie¢, ze w
wyrazeniach tych kwantyfikatory sg poniekad zbedne, gdyz odnosza si¢ do zmiennych nie wystepujacych w
ich zasiegach. Tym niemniej, wyrazenia te sg poprawnie zbudowanymi formutami zdaniowymi. Odpowied-
nikiem pierwszej z nich byloby na przyktad nastepujace wyrazenie jezyka polskiego ,,dla kazdego x (Tomek
jest studentem)”. Wyrazenie to, cho¢ dziwaczne, jest jednak poprawng formulg zdaniowg. Zgodnie z punk-
tem 4 formul¢ zdaniowa wolno poprzedza¢ takze malym kwantyfikatorem. Skoro wigc formutami zdanio-
wymi sg wyrazenia: ,,P(x)”, ,,R[f(y)]”, ,,R(a,y)” 1 ,,S[g(X),y]”, to - na podstawie punktu 4 - sg nimi réwniez
wyraZenia: ”VX[P(X)]”a ”VY{R[f(Y)]}”’ ’,VY{R(aa}I)}”v ”VX{S[g(X)o}I]}” a takze ”VY[P(X)]”a ”VZ[P(X)]” oraz
N (RIAWT.

Punkt 4 pozwala rowniez poprzedzaé¢ kwantyfikatorami wyrazenia zawierajace juz kwantyfikatory.
Poniewaz formutami zdaniowymi sg wyrazenia: ,,/\x{S[g(X),y]}” i ,,Vx{S[g(x),y]}”, dlatego - na podstawie
punktu 4 - sa nimi rowniez wyrazenia: ,,/\J/\«{S[g(X),¥]}”, »/\Wx{S[gX),y]}”, ,.Vy/\«{S[g(x),y]} oraz
SVWi{S[g(x),y]}”. Skoro za$ formuta zdaniows jest wyrazenie ,.,/\,/\x{S[g(x),y]}” to sa nimi rowniez wyra-
zenia ,,\/\J/\«{S[g(x),y]}” oraz ,,V/\\/\«{S[g(x),y]}”. Latwo zauwazy¢, ze w ostatnich dwoch formutach zda-
niowych kwantyfikatory [57/58] odnoszace si¢ do zmiennej ,,z” sg wlasciwie zbedne, gdyz zmienna ta nie
wystepuje w ich zasiegach.

Przechodzac do nieco bardziej skomplikowanych sekwencji,! wykazemy, ze wyrazenie ,,/\\[P(X) A
R(X)] — \[P(X) A \{[R(x)]” jest formuta zdaniowg rachunku predykatow. Wyrazenia ,,P(x)” i ,,R(x)” sa
formutami zdaniowymi atomowymi, a wigc - na podstawie punktu 1 - sg formutami zdaniowymi. Skoro za$
sg one formutami zdaniowymi, to - na podstawie punktu 3 - formutg zdaniowa jest wyrazenie ,,P(x) A R(x)”.
Zatem - na podstawie punktu 4 - formutg zdaniowg jest tez wyrazenie ,,/\\[P(X) A R(x)]”. Poniewaz formuta-
mi zdaniowymi s3 wyrazenia ,,P(x)” i ,,R(X)”, to - na podstawie punktu 4 - sa nimi takze wyrazenia:
S W[P(x)]” 1,/ [R(X)]”. Skoro za$ te wyrazenia sg formutami zdaniowymi, to - na podstawie punktu 3 - jest
nig wyrazenie ,,/\\[P(X)] A N\R(x)]”. Jesli zas formutami zdaniowymi sg wyrazenia ,,/\\[P(X) A R(x)]” 1
»/W[P(X)] A \\[R(x)]”, to - na podstawie punktu 3 - jest nig rowniez badane wyrazenie ,,/\\[P(X) A R(X)] —
NP(X)] A A[R(x)]”. Warto doda¢, ze odpowiednikiem tej formuty zdaniowej jest w jezyku polskim na
przyktad zdanie ,,Jezeli kazdy x jest sportowcem i studentem, to kazdy x jest sportowcem i kazdy x jest stu-
dentem”.

Wykazemy teraz, ze formula zdaniowa jest rowniez wyrazenie ,/\,{P[f(a),y] = R[f(a),y]} —
|Vy{P[f(a),y]} = V\y{P[f(a),y]}|”. Wyrazenia ,,P[f(a),y]” 1 ,,R[f(a),y]” sa formutami zdaniowymi atomowymi, a
wigc - na podstawie punktu 1 — sg one formutami zdaniowymi. Skoro za$ sg one formutami zdaniowymi, to -
na podstawie punktu 3 - formutg zdaniowa jest tez wyrazenie ,,P[f(a),y] = R[f(a),y]”. Zatem - na podstawie
punktu 4 - formutg zdaniowa jest rowniez wyrazenie ,,/\,{P[f(a),y] = R[f(a),y]}”. Skoro formutami zdanio-
wymi sg wyrazenia ,,P[f(a),y]” i ,,R[f(a),y]”, to - na podstawie punktu 4 - sg nimi tez wyrazenia
LVy(P[f(a),y]}” 1 ,,Vy{R[f(a)y]}”. Gdy te wyrazenia sg formutami zdaniowymi, to - na podstawie punktu 3 -
jest nig rowniez wyrazenie [58/59] ,,\V {P[f(a),y]} = Vy{P[f(a),y]} . Jesli za§ formutami zdaniowymi sg wyra-
zenia ,,/\\({P[f(a),y] = R[f(a),y]}” oraz ,,\l,{P[f(a),y]{ = Vy} P[f(a),y]}”, to - na podstawie punktu 3 — formuta
zdaniowa jest tez wyrazenie ,,/\,{P[f(a),y] = R[f(a),y]} — |Vy{P[f(a),y]} = V\{P[f(a),y]}|”. Warto dodac¢, ze
odpowiednikiem powyzszej formuty zdaniowej jest w jezyku polskim na przyktad zdanie ,,Jezeli dla kazdego
y (ojciec Marcina jest wierzycielem y-a wtedy i tylko wtedy, gdy ojciec Marcina pozyczyt pienigdze y-owi),
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to (istnieje taki y, ze ojciec Marcina jest jego wierzycielem wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taki y, ze ojciec
Marcina pozyczyl mu pienigdze)”.)

Wykazemy jeszcze, ze wyrazenie, ktorym postuzyliSmy sie, ilustrujac rozwazania o kwantyfikato-
rach, tez jest formulg zdaniowa rachunku predykatow. Zauwazmy wiec, ze wyrazenia: ,,P(x,y)”, ,,P(y,z,x)”,
»R(X)”1,,8(y,2,x)” sg formutami zdaniowymi atomowymi. Przeto - na podstawie punktu 1 - sg one formuta-
mi zdaniowymi. Skoro za$ formulg zdaniowg jest wyrazenie ,,P(y,z,x)”, to - na podstawie punktu 4 - jest nig
takze wyrazenie ,,/\y[P(y,z,x)]”. Poniewaz to wyrazenie jest formuta zdaniowg i wyrazenie ,,P(x,y)” jest for-
mutg zdaniowa, to - na podstawie punktu 3 - formutg zdaniowg jest takze wyrazenie ,,P(x,y) = /\,[P(y,z,x)]”.
Jesli za$ ono jest formulg zdaniows, to - na podstawie punktu 4 - jest nig tez wyrazenie ,,\\,{P(X,y) =
I\;[P(y,z,x)]}”. Skoro za$ ,,S(y,z,x)” jest formuta zdaniowa, to - na podstawie punktu 4 - jest nig tez wyraze-
nie ,,\y[S(y,z,x)]”. Gdy to wyrazenie jest formutg zdaniowa i formuta zdaniowa jest wyrazenie ,,R(x)”, to - na
podstawie punktu 3 - jest nig tez wyrazenie ,,R(x) v Vy[S(y,z,x)]”. Jesli formutami zdaniowymi sa wyrazenia
SHAP(XY) = NJP(y,z,x)]}” 1 ,,R(X) v Vy[S(y,z,x)]”, to - na podstawie punktu 3 - jest nig tez wyrazenie
SHAP(XY) = N[P(Y,z,X)]} — R(X) v Vy[S(y,z,x)]”. Zatem - na podstawie punktu 4 - jest nig wyrazenie
S VAP(XY) = e [P(y,z, )]} — R(X) v Vy[S(y,z,x)]]". [59/60]

Latwo zauwazy¢, ze formut zdaniowych jest nieskonczenie wiele. Juz bowiem formut zdaniowych
atomowych jest nieskonczenie wiele, gdyz sg nimi wszystkie takie wyrazenia, jak ,,P(a)”, ,,P(b)”, ,,P(c)” itd.
W dodatku, formutami zdaniowymi sg tez j wyrazenia ,,~[P(a)]”, ,,~ ~[P(a)]”, ,,~ ~ ~[P(a)]”, ktoérych jest nie-
skonczenie wiele. Zauwazmy tez, ze nie ma tez jakiej$ granicznej dtugosci, czy stopnia komplikacji formut
zdaniowych. Niemniej jednak kazda, nawet najbardziej skomplikowana, formuta zdaniowa ma skonczong
dhugo$¢. Nie ma tedy formut zdaniowych o nieskonczonej dtugosci.

Nalezy doda¢, ze nie kazda sekwencja zmiennych indywiduowych i1 imion wlasnych oraz funktorow,
predykatow i1 kwantyfikatorow stanowi formute zdaniowa rachunku predykatéw. Nie jest na przyktad formu-
fa zdaniowa sekwencja ,P?(x)”. Skoro bowiem predykat ,,P” jest dwuargumentowy, to nie tworzy on formuty
zdaniowej z jedng tylko zmienng indywiduowa. Nie jest tez formulg zdaniowa sekwencja ,,PR(x)”. Chociaz
bowiem jest formutg zdaniowa sekwencja ,,R(x)”, gdyz jest ona formuta zdaniowa atomowa, to zaden z
punktow okreslenia formuty zdaniowej nie pozwala rozwina¢ jej w wyrazenie ,,PR(x)”. Nie jest rowniez
formuta zdaniowa sekwencja ,,/\\[f(x)]”. Wyrazenie ,,f(x)” jest bowiem termem, nie za$ formutg zdaniowa, a
kwantyfikatorem wolno poprzedzac¢ tylko wyrazenia bedace formutami zdaniowymi.

Formuty zdaniowe nie zawierajace zmiennych wolnych sa zdaniami rachunku predykatéw. Zda-
niami sg wiec formuty zdaniowe: ,,P(a)”, ,,/\\[P(X)]”, ,,Vy[R(a,y)]”, .,/ \Vy{R[f(X),y]}”, gdyZ nie zawieraja
zmiennych wolnych. Nie sg natomiast zdaniami formuty zdaniowe: ,,P(x)”, ,,/\\[P(x,¥)]” czy ,,R(a,y)”, bo
zawierajg one zmienne wolne. Latwo zauwazy¢, ze kazda formuta zdaniowa, ktora nie jest zdaniem, daje si¢
przeksztalci¢ w zdanie. Wystarczy tylko poprzedzi¢ ja kwantyfikatorami odnoszacymi si¢ do wystgpujacych
w niej zmiennych. Na przyktad formuta zdaniowa ,,P(x)” daje si¢ przeksztatci¢ w zdanie ,,/\\[P(x)]” albo tez
w zdanie ,,V/x[P(x)]”. Podobnie formuta zdaniowa ,,/\«\[P(x,y)]” daje si¢ przeksztatci¢ w zdanie ,./\y/\«[P(x,y)]”
albo tez w zdanie ,,\V/y/\([P(x,y)]”. [60/61]

Juz wczedniej zauwazyliSmy, ze wprawdzie kazde zdanie atomowe jest zdaniem prostym, ale nie
kazde zdanie proste jest zdaniem atomowym. Wyrazenie ,,P(a)” jest zdaniem prostym i zdaniem atomowym.
Natomiast wyrazenie ,,\/x[P(x)]” jest wprawdzie zdaniem prostym, ale nie jest zdaniem atomowym. Przypo-
mnijmy, ze jest ono zdaniem prostym, bo nie wystepuje w nim zaden spdjnik. Jednakze nie jest zdaniem
atomowym, bo wystepuje w nim kwantyfikator. ZauwazyliSmy tez, ze wprawdzie kazde zdanie molekularne
jest zdaniem ztozonym, ale nie kazde zdanie ztoZzone jest zdaniem molekularnym. Wyrazenie ,,P(a) A R(a)”
jest zdaniem ztozonym i zdaniem molekularnym. Natomiast wyrazenie ,,/\\[P(X) — R(x)]” jest wprawdzie
zdaniem ztozonym, ale nie jest zdaniem molekularnym. Przypomnijmy, ze jest ono zdaniem zlozonym, bo
wystepuje w nim spojnik. Jednakze nie jest zdaniem molekularnym, bo nie jest wytacznie kombinacja spoj-
nikéw 1 zdan atomowych.

8. Wybrane tezy rachunku predykatéow
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Przypomnijmy sobie, ze po wyznaczeniu formut rachunku zdan skonstatowali§my, iz pewne z nich sg
tezami rachunku zdan. Nastepnie poznaliSmy metode zero-jedynkowa pozwalajaca w skonczonej ilosci ope-
racji ustali¢, czy dana formuta jest tezg rachunku zdan. Z kolei dokonaliémy formalizacji rachunku zdan,
wybierajac pewne jego tezy jako aksjomaty i precyzujac reguly otrzymywania z jednych tez innych tez.
Wreszcie, omowilismy wybrane tezy rachunku zdan.

Powyzej wyznaczylismy formuly zdaniowe rachunku predykatow. Pewne z nich okazuja si¢ by¢ te-
zami rachunku predykatéw. Nie ma jednak, analogicznej do zero-jedynkowej, metody ustalania w skonczo-
nej ilosci operacji czy dana formuta zdaniowa jest tezg rachunku predykatéw. Z kolei formalizacja rachunku
predykatoéw jest przedsiewzigciem wielce skomplikowanym, przekraczajacym to, co z logiki moze by¢ przy-
datne przysztym prawnikom. Ograniczymy si¢ tu wigc do oméwienia wybranych tez rachunku predykatow.
Zaznaczmy, ze w przykladach bedziemy [61/62] zawsze odnosi¢ te tezy do zbioru studentdow pierwszego
roku prawa. Jesli wiec mowa bedzie o kazdym x, to w przyktadzie bedziemy mieli na mysli kazdego studenta
pierwszego roku i prawa. Jesli za§ mowa bedzie o pewnym X, to w przyktadzie bedziemy mieli na mysli to,
ze istnieje ktos taki posrod studentow pierwszego roku prawa.

Zauwazmy, ze tezg rachunku predykatow jest formuta zdaniowa ,,/\[P(X)] — Vx[P(x)]” gloszaca, ze
jesli kazdy x jest P(x), to i jaki$ x jest P(x). Przy zalozeniu, ze predykat ,,P”” znaczy tyle, co ,,zdat mature”,
teza ta glosi, ze jesli kazdy x (w domysle; kazdy student pierwszego roku prawa) zdat maturg, to istnieje taki
x (w domysle; istnieje taki student pierwszego roku prawa), ktory zdat J maturg. Tezg rachunku predykatow
jest tez formuta zdaniowa ,,/\\[R(X)] — Vx[R(x)]” gloszaca, ze jesli dla kazdego x jest R(x), to i dla pewnego
x jest R(x). Przy zatozeniu, ze predykat ,,R” znaczy tyle, co ,,potrafi jezdzi¢ na rowerze”, teza ta glosi, iz jesli
kazdy x (w domysle; kazdy student pierwszego roku prawa) umie jezdzi¢ na rowerze, to istnieje taki x (w
domysle; istnieje taki student pierwszego roku prawa), ktory umie jezdzi¢ na rowerze. Teza rachunku predy-
katow jest rowniez formuta zdaniowa ,,/\«[S(a,X)] — Vx[S(a,x)]” gloszaca, ze jesli dla pewnego wybranego
obiektu a oraz dla kazdego x jest S(a,x), to dla owego obiektu a oraz dla pewnego x jest S(a,x). Przy zatoze-
niu, ze ,,a” oznacza Warszawg, zas predykat ,,S” znaczy tyle, co ,,byl w”, teza ta glosi, ze jesli kazdy x byt w
Warszawie, to istnieje taki x, ktory byt w Warszawie. Zauwazmy, ze wszystkie te tezy podpadaja pod naste-
pujacy schemat

(1) (A) — Vx(A)

Pod schemat ten podpada jeszcze wiele innych tez rachunku predykatow, na przyktad teza ,,/\«[P(X,y)]
— V([P(x,y)]”. Zamiast wigc konkretnych tez lepiej jest podawac ich schematy, co tez czyni¢ bedziemy da-
lej. Wracajac do powyzszego schematu dodajmy, ze nazywa si¢ on prawem zastepowania duzego kwanty-
fikatora przez maly kwantyfikator. Swobodnie méwiac, prawo to glosi, ze jesli dla kazdego x jest A, to dla
pewnego x jest A. Zauwazmy, ze nie zachodzi implikacja w drugg strong. Maly kwantyfikator nie daje si¢
zastgpi¢ duzym kwantyfikatorem. Jesli bowiem [62/63] istnieje taki x, ktory ma ponad 190 cm wzrostu, to
nie znaczy to, ze kazdy x ma ponad 190 cm wzrostu.

(2) N\J(A) — N(A)

Schemat ten nazywa si¢ prawem przestawiania duzych kwantyfikatorow. Glosi ono, ze dla kazde-
go x kazdy y jest taki, ze A wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla kazdego y kazdy x jest taki, ze A. Kolejnos¢ duzych
kwantyfikatoréw poprzedzajacych formule zdaniowa okazuje si¢ wigc nieistotna. Przyktad: dla kazdego x-a
kazdy y jest taki, ze x widzial y-a na wyktadach wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego y-a kazdy x jest taki,
ze x widzial y-a na wyktadach.

(3) VkVy(A) — VyVu(A)

Schemat ten nazywa si¢ prawem przestawiania malych kwantyfikatoréow. Gtosi ono, ze dla pew-
nego X istnieje taki y, ze A wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla pewnego y istnieje taki x, ze A. Kolejno$¢ matych
kwantyfikatoréw poprzedzajacych formute zdaniowa okazuje si¢ wigc nieistotna. Przyktad: dla pewnego x-a
istnieje taki y, ze x odpisywat od y-a na sprawdzianie z logiki wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnego y-a ist-
nieje taki x, ze x odpisywat od y-a na sprawdzianie z logiki.

(4) Vil\((A) — N\Nx(A)

Schemat ten nazywa si¢ prawem przestawiania malego kwantyfikatora z duzym. Glosi ono, Ze je-
sli istnieje taki x, iz dla kazdego y jest A, to dla kazdego y istnieje taki x, Ze jest A. Przyklad: jesli istnieje
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taki x, ze dla kazdego y-a X zna y-a, to dla kazdego y-a istnieje taki x, ze X zna y-a. Innymi stowy, jesli kto$
zna wszystkich, to dla kazdego istnieje kto$, kto go zna (tym kims$ jest wtasnie ten, kto zna wszystkich). Za-
uwazmy, ze nie zachodzi implikacja w drugg strone. Nie jest dopuszczalne przestawianie duzego kwantyfika-
tora z matym. Jesli bowiem dla kazdego x-a istnieje taki y, ze x kocha y-a, to nie znaczy to, ze istnieje taki y,
iz dla kazdego x-a, X kocha y-a. Innymi stowy, je$li kazdy kogo$ kocha, to nie znaczy to, ze istnieje kto$ ko-
chany przez wszystkich.

(5) ~I(A) =Vi~(A)

Schemat ten nazywa si¢ prawem negowania duzego kwantyfikatora. Glosi ono, Ze nie jest tak, iz
dla kazdego x jest A wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje taki x, dla ktorego nie jest A. Przyktad: nie jest tak, ze
kazdy x zda egzamin z prawa rzymskiego wtedy [63/64] i tylko wtedy, gdy istnicje taki x, ktory nie zda eg-
zaminu z prawa rzymskiego.

(6) ~Vx(A) =/\~(A)

Schemat ten nazywa si¢ prawem negowania malego kwantyfikatora. Glosi ono, ze nie istnieje taki
x, dla ktorego jest A wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego x nie jest A. Przyktad: nie istnieje taki x, ktory
umie fruwaé wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy x nie umie fruwac.

(7) / \X(A) =~Vx "'(A)

Schemat ten nazywa si¢ prawem zastepowania duzego kwantyfikatora. Glosi ono, ze dla kazdego
x jest A wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje taki x, dla ktorego nie jest A. Zatem w kazdymi wyrazeniu duzy
kwantyfikator mozna zastgpi¢ odpowiednig kombinacja negacji z matym kwantyfikatorem. Przyktad: kazdy
x umie pisa¢ wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje taki x, ktory nie umie pisa¢. Gdziekolwiek wigc stwierdza
sig, ze kazdy x umie pisa¢, to mozna to zastapi¢ stwierdzeniem, ze nie istnieje taki x, ktory nie umie pisac.

(8) VX(A) =~/\x "'(A)

Schemat ten nazywa si¢ prawem zastepowania malego kwantyfikatora. Glosi ono, ze istnieje taki
x, dla ktorego jest A wtedy 1 1 tylko wtedy, gdy nie jest tak, ze dla kazdego x nie jest A. Przeto w kazdym
wyrazeniu maly kwantyfikator mozna zastapi¢ odpowiednia kombinacjg negacji z duzym kwantyfikatorem.
Przyktad: istnieje taki x, ktory byt w Paryzu wtedy i tylko wtedy, gdy nie jest tak, ze kazdy x nie byl w Pary-
zu. Gdziekolwiek wigc i stwierdza si¢, ze pewien X byl w Paryzu, to mozna to zastapi¢ stwierdzeniem, iz nie
jest tak, ze kazdy x nie byt w Paryzu.

(9) '\(A — B) — [/\\(A) — /\«(B)]

Schemat ten nazywa si¢ prawem rozkladania duzego kwantyfikatora wzgledem implikacji. Glosi
ono, ze jesli dla kazdego x jest tak, iz jezeli A to B, to jezeli dla kazdego x jest A, to dla kazdego x jest B.
Przyklad: jesli dla kazdego x jest tak, Ze jesli X uczy si¢ pilnie, to x zda egzamin z logiki), to jezeli kazdy x
uczy si¢ pilnie, to kazdy x zda egzamin z logiki.

(10) \«(A — B) — [Vx(A) — V«(B)] [64/65]

Schemat ten nazywa si¢ prawem rozkladania malego kwantyfikatora wzgledem implikacji. Glosi
ono, ze jesli dla kazdego x jest tak, ze jezeli A, to B, to jezeli istnieje taki x, dla ktorego jest A, to istnieje taki
x, dla ktérego jest B. Przyktad: jesli dla kazdego x jest tak, ze (jezeli x wagaruje przez caty semestr, to x
przepadnie na egzaminie z podstawowych poje¢ 1 metod prawoznawstwa), to jezeli istnieje taki x, ktory wa-
garuje przez caty semestr, to istnieje taki x, ktory przepadnie na egzaminie z podstawowych poje¢ i metod
prawoznawstwa.

(11) (A A B) = [/\/(A) A I\(B)]

Schemat ten nazywa si¢ prawem rozkladania duzego kwantyfikatora wzgledem koniunkcji. Glosi
ono, ze dla kazdego x jest A i B wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla kazdego x jest A 1 dla kazdego x jest B. Przy-
ktad: kazdy x umie chodzi¢ i umie méwi¢ wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy x umie chodzi¢ i kazdy x umie
mowic.

(12) Vx(A v B) = [Vi(A) v Vx(B)]

Schemat ten nazywa si¢ prawem rozkladania malego kwantyfikatora wzgledem alternatywy.
Gtosi ono, ze istnieje taki x, dla ktorego jest A lub B wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje taki x, dla ktorego jest
A lub istnieje taki x, dla ktorego jest B. Przyktad: istnieje taki x, ktoéry byt w Rzymie lub byt w Londynie
wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje taki x, ktory byl w Rzymie lub istnieje taki x, ktory byl w Londynie.
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(13) \(A) v \(B) — \«(A v B)

Schemat ten nazywa si¢ prawem skladania duzego kwantyfikatora wzgledem alternatywy. Gtosi
ono, ze jesli dla kazdego x jest A lub dla kazdego x jest B, to dla kazdego x jest A lub B. Przyklad: jesli kaz-
dy x zda egzamin z logiki lub kazdy x zda egzamin z prawa rzymskiego, to kazdy x zda egzamin z logiki lub
zda egzamin z prawa rzymskiego. Zauwazmy, ze nie zachodzi implikacja w drugg strone. Jesli bowiem kaz-
dy x jest kobietg lub jest m¢zczyzna, to nie znaczy to, ze kazdy x jest kobietg lub kazdy x jest m¢zczyzna.

(14) Vx(A A B) — Vx(A) A Vx(B)

Schemat ten nazywa si¢ prawem rozkladania malego kwantyfikatora wzgledem koniunkcji. Glosi
ono, ze jesli istnieje taki x, dla ktorego jest A 1 B, to istnieje taki x, dla ktorego jest A i istnieje taki x, dla
ktorego jest B. Przyktad: jesli istnieje taki x, ktory zda [65/66] egzamin poprawkowy z prawa rzymskiego i
zda egzamin poprawkowy z podstawowych poje¢ i metod prawoznawstwa, to istnieje taki x, ktory zda egza-
min poprawkowy z prawa rzymskiego i istnieje taki x, ktory zda egzamin poprawkowy z podstawowych po-
je¢ 1 metod prawoznawstwa. Zauwazmy, ze implikacja w drugg stron¢ nie zachodzi. Jesli bowiem istnieje
taki x, ktory ze egzamin komisyjny z logiki i istnieje taki x, ktory zda egzamin komisyjny z podstawowych
poje¢ i metod prawoznawstwa, to nie znaczy to jeszcze, ze istnieje taki x, ktory zda zarowno egzamin komi-
syjny z logiki, jak i egzamin komisyjny z podstawowych poje¢ i metod prawoznawstwa.

(15) \v(A = B) — /\«(A) =/\«(B)

Schemat ten nazywa si¢ prawem ekstensjonalnosci dla duzego kwantyfikatora. Gtosi ono, ze jesli
dla kazdego x jest tak, ze A wtedy i tylko wtedy, gdy B, to dla kazdego x jest A wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego x jest B. Przyktad: jesli kazdy x zdazyt na wyktad wtedy i tylko wtedy, gdy wstat wczesnie rano to
kazdy x zdazyt na wyktad wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy x wstat wczesnie rano.

(15) (A = B) — Vx(A) = V«(B)

Schemat ten nazywa si¢ prawem ekstensjonalnos$ci dla malego kwantyfikatora. Gtosi ono, ze jesli
dla kazdego x jest tak, ze A wtedy i tylko wtedy, gdy B, to istnieje taki x, dla ktérego jest A wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje taki x, dla ktorego jest B. Przyktad: jesli kazdy x ma katar wtedy i tylko wtedy, gdy cho-
dzi z gota glowa, to istnieje taki x, ktory ma katar wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taki x, ktory chodzi z gota
glowa.

ZADANIA

1. Wymien wszystkie terminy jednostkowe wystepujace w ponizszych zdaniach. Oddziel imiona wtasne od
deskrypcji:

a) Ojciec Wladystawa Mickiewicza byl najwybitniejszym polskim poeta romantycznym,

b) Zwtoki Bolestawa Chrobrego spoczywaja w Katedrze Poznanskiej,

c¢) Gtowny budowniczy Kanatu Sueskiego wiedziat, ze 2 +3 =5,

d) Irek styszat jak jego matka chrzestna mowita, ze Rysiek studiuje wydziale prawa Uniwersytetu im. Adama
Mickiewicza, [66/67]

e) Najwybitniejszy logik starozytnosci nauczal w najbardziej demokratycznym miescie Grecji,

f) Ta, ktora urodzita te, ktéra urodzila te, ktora urodzilta te, ktora urodzita tego, ktory jako pierwszy cztowiek
stangt na Ksiezycu nie znata tego, ktéry byt ojcem tego, ktory byt ojcem tego, ktéry byt ojcem tego, ktory
odkryt Ameryke.

2. Wymien wszystkie funktory wystepujace w ponizszych zdaniach. Podaj argumenty kazdego z tych funkto-
row.

a) Maz Krystyny jest wiceprezesem do spraw handlu najpre¢zniejszej spotdzielni w Wielkopolsce,

b) 4 + (37) = 4°/ 8 — logy 1000,

c¢) Cena najdrozszego biletu na premierowe przedstawienie ,,Halki” w Operze Poznanskiej byta rowna ¢wier-
ci ceny wywotawczej jedynego egzemplarza pierwszego numeru ,,Glosu Wielkopolskiego” na aukcji zorga-
nizowanej po raz drugi przez Michala,
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d) Sita grawitacji migdzy Stoncem a Ziemig jest wprost proporcjonalna do sumy masy Stonca 1 masy Ziemi,
a odwrotnie proporcjonalna do kwadratu odlegtosci miedzy Stoncem a Ziemisa,

e) Ten, ktory zabit tego, ktory zdradzit tego, ktory zniszczyt tego, ktory odkryt najwiekszy sekret mafii nara-
zit si¢ temu, ktory sktocil Billa z Jimem,

f) Roznica migdzy wysokoscig nad poziomem morza stolicy Francji a wysoko$cig nad poziomem morza sto-
licy Wioch jest mniejsza niz réznica miedzy wysokoscig nad poziomem morza szczytu najwyzszej gory Chin
a wysokos$cig nad poziomem morza uj$cia najdtuzszej rzeki Afryki.

3. Oddziel te przypadki, w ktoérych poprawnie wstawiono terminy jednostkowe za zmienne indywiduowe, od
tych przypadkow, w ktorych te operacje wykonano niepoprawnie:

a) Jezeli x jest wyzszy od y, za$ y jest rowny z, to x nie jest nizszy od z; Jezeli Robert jest wyzszy od Piotra,
za$ Piotr jest rowny Ani, to Robert nie jest nizszy od Ani,

b) Suma x oraz y jest rowna z wtedy i tylko wtedy, gdy r6znica mi¢dzy z oraz x réwna si¢ y;

Suma 3 oraz 3 jest rowna 7 wtedy i tylko wtedy, gdy roznica miedzy 7 oraz 3 roéwna si¢ 3;

c) W indeksie y jest x ocen niedostatecznych, za§ wedtug karty egzaminacyjnej y ma z ocen niedostatecz-
nych;

W indeksie Janka jest 5 ocen niedostatecznych, za§ wedlug karty egzaminacyjnej Janek ma 6 ocen niedosta-
tecznych,

d) x, oswiadczyt x», ze x3 lezy nad xg;

Burek oswiadczyl Poznaniowi, ze 9 lezy nad Giewontem,

e) x =y wtedy i tylko wtedy, gdy y = X;

5 = 8 wtedy i tylko wtedy, gdy 5 = 8,

f) X1 jest starszy od y; i X; jest wigkszy od x7 | X3 jest piekniejszy od Y, i y; jest mniejszy od y i y; jest mniej-
szy od Xy i y1 jest bogatszy od y, i X, jest czystszy od y,; [67/68]

Poznan jest starszy od Krakowa i Poznan jest wigkszy od Krakowa i Poznan jest pigkniejszy od Watbrzycha i
Krakow jest mniejszy od Krakowa i Krakow jest bogatszy od Walbrzycha i Krakéw jest czystszy od Wat-
brzycha,

4. Wymien wszystkie predykaty wystepujace w ponizszych zdaniach. Podaj argumenty kazdego z tych pre-
dykatow:

a) Stas $pi,

b) Basia spaceruje a Mirek rozmawia z Ela, za$ Bartek, godzi Michata z Pawlem,

) N\aa/\x2o/\o(X1 zaptacit x, za y kwote z)],

d) Newton potwierdzit teori¢ heliocentryczna, a Darwin zanegowat poglad o niezmienno$ci gatunkow,

e) Nie jest tak, ze Kasia nie lubi Wtodka i nie jest tak, ze Jola nie siedzi miedzy Zosig a Witkiem,

f) Minister Spraw Zagranicznych Rzeczpospolitej Polskiej starannie przeanalizowat wszystkie mozliwe wa-
rianty reakcji Litwy na porozumienie Polski z Bialorusig o wspieranie zabiegéw Ukrainy o przyjecie Lotwy
do Unii Europejskiej.

5. Wskaz, ktore z nastgpujacych zdan sg a) zdaniami atomowymi, b) zdaniami; prostymi, lecz nie atomowy-
mi, ¢) zdaniami molekularnymi, d) zdaniami ztozonymi, lecz nie molekularnymi:

a) Vx(x zna jezyk hiszpanski),

b) Pikus warknal na Reksa,

c) Wyktadowca dyktuje, a studenci pisza,

d) Najwigkszy stan Stanow Zjednoczonych Ameryki jest wiekszy od najwigkszego kraju Republiki Federal-
nej Niemiec,

e) Janka nie lubi czere$ni, za§ Kazia nie lubi wisni,

f) \x (jezeli x zdawat egzamin maturalny z historii, to X nie zdawat egzaminu maturalnego z biologii).

6. Okresl zasiegi poszczegdlnych kwantyfikatorow w nastgpujacych wyrazeniach:
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a) Dla kazdego x, [jezeli x skonczyt studia prawnicze, to istnieje taki y, ze (x pisal prace magisterskg pod
kierunkiem y-a)],

b) VAP(x.z) = /\[R(y.2)]},

¢) N\AVY[R(XY.z] A NS(XY,2)]} — ~NM{[P(z,X) v \[P(z,y)]},

d) A{R(x,z) — V;[R(X,2)]},

e) Jezeli kazdy student prawa zlamie jedng galaz drzewa genealogicznego, to drzewo genecalogiczne obu-
mrze,

f) VudS(x) =~ V{P(x,y) = Vo[R(x,y,2)]}.

7. Wskaz w ktérych miejscach ponizszych wyrazen poszczegolne zmienne wystepuja jako zmienne wolne, a
w ktorych jako zmienne zwigzane (przez ktore kwantyfikatory); [68/69]

a) N{[P(x,y)] = Vy~[P(x,y.X)1},

b) N\ V«(z kocha x-a) — V,/\;,(x jest kochany przez z-a)

c) ~ [P(X,y,2)] = /\|S(X) A IN{S(X,2) A N\[S(X,2,2)]},

d) AR() A VLS(X) — NPT,

e) VzP(z,y) v \{S(x,y) = Vx[S(X.2)I}H v ~/\[R(z,y)],

) Vi{(x jest bratem y-a) — V,[(z jest matka x-a) A (z jest matka y-a)]}.

8. Wykaz, ze nastgpujace wyrazenia sg formutami zdaniowymi rachunku predykatow:
a) N[P(X)] = Vy[P(Y)],

b) Vi/{~[P()] A ~[R(Y)] = N/N{R(X) v ~[P(2)]},

C) ~IN~{S(x) v ~[SOOTH A {Vx[S(X)] v ~V~[S()T},

d) ~{R(X) v WWRWI} = Ad{~[RO)] v ~V2~[P(x,y)],

€) INMP(x,y) A 1Ny {~ N[P(y,2)1} v ~VX[P(y.y)],

) VWWVo{~ ~ ~[P(x)} — {/P(x) = ~N\[P(Y)]},

9. Przeksztal¢ te z ponizszych wyrazen, ktore sg zdaniami jezyka polskiego na zdania rachunku predykatow,
a te, ktore sg zdaniami rachunku predykatow na zdania jezyka polskiego:

a) Kazdy, kto zdawat egzamin z prawa cywilnego, zdawat tez egzamin z logiki,

b) P(a) — Vx[R(x,a)],

¢) Nikt nie byt w Honolulu,

d) AN[PY)T — VW [P(X,Y)],

e) Nie istnieje nikt taki, kto by rozmawiat z Mieszkiem I 1 walczyl pod Grunwaldem, i1 widziat kazdego husa-
rza polskiego,

f) Vd[S(x.a) A S(x,b)] = Vy[R(y,a) A R(y,b) A R(y.X)1}.

10. Wskaz, jakie tezy rachunku predykatow egzemplifikowane sg przez nastepujace zdania jezyka polskiego:
a) Jezeli istnieje taki student prawa, ktéry umie grac¢ na trgbce 1 umie tanczy¢ walca, to istnieje taki student
prawa, ktory umie gra¢ na trabce 1 istnieje taki student prawa, ktory umie tanczy¢ walca,
b) Jezeli kazdy student prawa zdaje egzamin z logiki wtedy i tylko wtedy, gdy studiuje na pierwszym roku,
to kazdy student prawa zdaje egzamin z logiki wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy student prawa studiuje na
pierwszym roku, [69/70]
c) Nie istnieje taki student prawa, ktory byl na Marsie wtedy i tylko wtedy, gdy Zaden student prawa nie byt
na Marsie,
d) Nie jest tak, ze kazdy student prawa zdaje egzamin poprawkowy wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taki
student prawa, ktory nie zdaje egzaminuj poprawkowego,
e) Istnieje taki student prawa, ktdry interesuje si¢ logika wtedy i tylko wtedy, gdy nie jest tak, ze zaden stu-
dent prawa nie interesuje si¢ logika,
f) Kazdy student prawa ma matur¢ i ma prawo jazdy wtedy 1 tylko wtedy, gdy kazdy student prawa ma matu-
r¢ 1 kazdy student prawa ma prawo jazdy. [70/71]
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